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Resumen

Las funciones matematicas se relacionan con las Ciencias Experimentales y, particularmente las
funciones trigonométricas y sus transformaciones se encuentran presentes a lo largo de toda la
curricula de Fisica. El objetivo de este trabajo es investigar como los estudiantes universitarios
comprenden el concepto de transformacion de funciones trigonométricas en el marco de la Teoria
APOE. Se propone una descomposicion genética inicial en base a la cual se disefia la instruccion.
El analisis de las producciones de los estudiantes permitio verificar empiricamente la
descomposicion genética inicial, constituyendo entonces un modelo util de cognicién que puede ser
mejorado en futuras investigaciones.
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Understanding the concept of transformation of trigonometric functions into
university students

Abstract

Mathematical functions are related to experimental sciences and, particularly trigonometric
functions and their transformations are present throughout the entire Physics curriculum. The
objective of this work is to investigate how university students understand the concept of
transformation of trigonometric functions within the framework of APOS Theory. An initial genetic
decomposition is proposed based on which instruction is designed. The analysis of students'
productions allowed to empirically verify the initial genetic decomposition, then constituting a
useful model of cognition that can be improved in future research.

Keywords: Transformation of functions; Trigonometric functions; Genetic decomposition

Compréhension le concept de transformation des fonctions trigonométriques
en étudiants universitaires

Résumé

Les fonctions mathématiques sont liées aux sciences expérimentales et, en particulier les fonctions
trigonométriques et leurs transformations sont présentes tout au long du développement curriculaire
de Physique. L'objectif de ce travail est d'étudier comment les étudiants universitaires comprennent
le concept de transformation des fonctions trigonométriques dans le cadre de la Théorie APOS. Une
décomposition génétique initiale est proposée en fonction de la conception de l'instruction.
L'analyse des productions des étudiants a permis de vérifier empiriquement la décomposition
génétique initiale, alors constituant un modéle de cognition utile qui peut étre amélioré dans les
recherches futures.

Mots clés: Transformation des fonctions ; Fonctions trigonométriques ; Décomposition génétique

Compreensao o conceito de transformacao de func¢oes trigonométricas em
estudantes universitarios



Resumo

As func¢des matematicas estdo relacionadas a ciéncias experimentais e, particularmente, fungdes
trigonométricas e suas transformagdes estdo presentes em todo o curriculo da Fisica. O objetivo
deste trabalho ¢ investigar como os estudantes universitarios entendem o conceito de transformagao
de fungdes trigonométricas dentro da estrutura da Teoria APOS. Uma decomposicdo genética
inicial é proposta com base na qual a instrugdo foi projetada. A analise das produgdes dos alunos
permitiu verificar empiricamente a decomposicdo genética inicial e, em seguida, constituir um
modelo util de cognigdo que pode ser melhorado em pesquisas futuras.

Palavras chave: Transformagao de fungdes; Fungdes trigonométricas; Decomposicdo genética

1. INTRODUCCION

El conocimiento matematico constituye una herramienta
basica para la comprension y el manejo de la realidad en la
que vivimos. Se encuentra presente en la vida cotidiana de
los estudiantes, lo que posibilita que ellos puedan construir
su saber matematico (Cadenas, 2007).
Para el estudio PISA el grado de competencia de los
estudiantes no focaliza en los contenidos matematicos en si,
sino en el grado de alfabetizacion matematica que ellos
poseen, esto es, la capacidad para utilizar sus competencias
matematicas con el proposito de afrontar los desafios de las
cuestiones cotidianas.
Los paises miembros de la Organizacion para la
Cooperacion 'y el Desarrollo Econémico (OCDE)
establecieron los principios basicos para comparar el
rendimiento en matematicas entre los paises participantes,
definiendo a la competencia matematica como (OCDE,
2004):
“La capacidad del individuo para identificar y
entender la funcion que desemperian las matemdticas
en el mundo, emitir juicios bien fundados y utilizar y
relacionarse con las matematicas de forma que se
puedan satisfacer las necesidades de la vida de estos
individuos como ciudadanos constructivos,
responsables y reflexivos”(p. 37).
Los resultados obtenidos en un estudio realizado por
Cadenas (2007) con estudiantes de primer afio de
Matematica y Ciencias Fisico-Naturales muestran las
carencias, dificultades y errores que tienen los estudiantes
en cuestiones matematicas muy elementales como, por
ejemplo, ignorar la féormula que permite hallar Ilas
soluciones de una ecuacion cuadratica, y evidencian que, en
general, no manejan los conocimientos basicos, elementales
y estrategias generales para resolver ejercicios.
La investigacion permitid6 confirmar, ademas, que los
estudiantes tienen un porcentaje elevado de aprendizajes
aparentes, sin contenido significativo. Los errores cometidos
por los estudiantes que participaron de la investigacion
fueron el producto o la manifestacion del “arrastre” de esos
mismos errores en los conocimientos matematicos que
tenian antes de ingresar a la universidad.
Cadenas informa también que el tipo de error mas comin
cometido por los estudiantes se debid al aprendizaje
deficiente de los conocimientos previos y a las asociaciones
incorrectas entre elementos singulares.
Finalmente, concluye diciendo que las dificultades y los
errores conducen a concepciones incorrectas de la
matematica y que los conocimientos matematicos estan
influenciados por las dificultades que presentan los
alumnos.
Para Moreno (2005) la ensefianza de los principios del
calculo resulta generalmente problematica y, aunque los
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profesores sean lo suficientemente capaces como para
ensefiar a los estudiantes a resolver de manera mas o menos
mecanica los problemas estandar, esas acciones quedan
demasiado lejos de lo que significaria una verdadera
comprension de los conceptos y del pensamiento
matematico.

Como consecuencia del empleo de esa forma de ensefianza,
se han detectado dificultades en los estudiantes cuando se
enfrentan a situaciones problematicas contextualizadas que
requieren un mayor bagaje de conocimiento conceptual. Es
decir, los estudiantes aprenden el “producto del pensamiento
matematico” en lugar del “proceso”.

Esto ocurre porque en un curso comun de calculo se llega, a
lo sumo, a resolver los denominados “problemas de
aplicacion” propuestos en los libros de texto, los que
generalmente no responden a la realidad (Camarena, 2007).
Ademas, segin lo reportado por Moreno (2005) algunos
profesores de Matematica reconocen deficiencias en su
formacion inicial alejada de los fendmenos fisicos, quimicos
y biologicos, lo que los lleva a dar explicaciones
convincentes de algo que no dominan ni conocen
profundamente.

La Modelacion Matematica se presenta como una
herramienta interesante para el tratamiento de fendomenos
fisicos, quimicos y bioldgicos integrando lasCiencias
Experimentales con la Matematica. Trigueros (2009) realizo
una reflexion histdrica sobre los modelos matematicos y una
revision de lo que se entiende por Modelacion Matematica,
para luego describir un trabajo realizado por un grupo de
investigadores del Instituto Tecnoldgico Autéonomo de
Meéxico (ITAM) empleando como marco tedrico la Teoria
APOE.

Destaca ademas que el empleo de la modelaciéon no debe
empanar el propdsito real por el cual fue implementada en el
curso —que es la introduccion de ciertos conocimientos
matematicos— y hacer perder la atencion de los estudiantes
en los aspectos conceptuales importantes de la disciplina.
Por ello, los modelos deben ser usados como instrumento
para favorecer el desarrollo de esos conceptos, aunque las
técnicas de modelacion no resulten las mas adecuadas o las
mas eficaces en cada situacion.

Las funciones matematicas, particularmente las funciones
trigonométricas se encuentran presentes a lo largo de toda la
curricula de Fisica. A modo de ejemplo, y sin pretender ser
exhaustivos, podemos mencionar el movimiento arménico
simple, las oscilaciones amortiguadas, las ondas mecanicas,
las ondas sonoras yel electromagnetismo.

El objetivo de este trabajo es investigar como los estudiantes
universitarios construyen el concepto de transformacion de
las funciones trigonométricas.

2. ESTADO DEL ARTE
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Gil Suarez (2014) disefid6 e implementd una estrategia
didactica basada en la rueda o “vuelta al mundo” de
Chicago (USA) para la ensefianza de las funciones
trigonométricas en estudiantes de nivel medio, con el
objetivo de potenciar su ensefianza. Los estudiantes armaron
el modelo fisico a escala de la rueda y realizaron la
modelacion matematica con las funciones seno y coseno
generalizadas, utilizando las TIC para analizar los graficos y
los resultados. Se realizd una profundizacion del tema
estudiando las ondas sonoras producidas al golpear un
diapason, los cambios de temperatura y la poblacion de
especies depredadoras. El autor compar6 los resultados
obtenidos en el proceso de ensefianza-aprendizaje con los
estudiantes de un grupo control que no trabajo la
modelacion, encontrando un aumento en el desempefio de
los estudiantes del primer grupo.

Hinojos et al. (2015) propusieron una actividad
introductoria a través del uso de un péndulo como modelo
fisico para poder estudiar la transicion entre las razones y
las funciones trigonométricas f(x) = Asen(Bx + C) + Do
f(x) = Acos(Bx + C) + D involucradas en el movimiento
armonico simple. Los estudiantes trabajaron inicialmente
con lapiz y papel e hicieron uso del GeoGebra para
visualizar los efectos de la variacion de la amplitud, dejando
abierto el camino para futuros trabajos que permitan
estudiar todos los parametros en la grafica de las funciones
transformadas.

Trigueros (2006) realizé una investigacion con estudiantes
universitarios de segundo afio de ingenieria con el objetivo
de investigar qué aspectos de la evolucion conceptual de los
estudiantes —en términos matematicos— se ponen de
manifiesto al desarrollar un proyecto en el que es necesario
modelar una situacion fisica tal como el movimiento de un
péndulo. La autora encontré que los alumnos universitarios
manifiestan muchas de las ideas previas correspondientes a
estudiantes novatos, reportadas por otros autores; también
expresa que los estudiantes tuvieron dificultades para
“utilizar argumentos conceptuales como el tipo de
movimiento o la ecuacion que lo gobierna para clasificar al
movimiento y para utilizar los resultados que conocen en
casos especificos” (p. 1233), particularmente el caso del
movimiento con friccion. Trigueros manifiesta que haber
desarrollado un proyecto de Fisica dentro de una clase de
Matematicas permitié “poner de manifiesto de manera clara
la compartimentacion del conocimiento de los estudiantes”,
quienes entendian que la Fisica y la Matematica son ajenas
entre si.

Tacuri y Coaquira (2019) investigaron sobre el uso del
software GeoGebra para el disefio de actividades de
aprendizaje que permitieran a los estudiantes comprender
los conceptos de amplitud, fase y frecuencia relacionados
con las funciones trigonométricas. Los autores reportan que
el uso de GeoGebra permitio que los estudiantes mejoraran
la representacion grafica de las funciones seno y coseno, y
hallaran con facilidad el periodo y la amplitud de dichas
funciones y sus transformaciones.

Farabello y Trigueros (2020) realizaron una investigacion
con estudiantes universitarios de un curso de Fisica I con el
fin de indagar acerca de los conocimientos matematicos que
ellos tenian acerca de la transformacion de funciones, tras
haber cursado Calculo Diferencial. Trabajaron con las
funciones basicas f(x) = x? y f(x) = senx, a las que los
estudiantes debian aplicar la transformaciéon general
T(x) =Af(Bx+C)+D. El marco teorico de Ila
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investigacion fue la Teoria de la Representaciones
Semioéticas de Duval.

Los autores pudieron determinar que los estudiantes
tuvieron mayor dificultad con las transformaciones que
involucraban los parametros B y C, esto es, con las
funciones T(x) = f(Bx) y T(x) = f(x + C). Explicaron
estas dificultades argumentando que los parametros A y D
afectan directamente la imagen de la funcién (multiplican o
dividen, y suman o restan a la funcioén original), mientras
que los parametros B y C afectan a la variable
independiente, es decir, producen una modificacion
“adentro” de la funcion.

Farabello y Trigueros (2020) concluyen su trabajo
expresando que, debido a la importancia de la
transformacion de funciones cuadraticas y senoidales en
Fisica, “es necesario generar lineas de investigacion que
indaguen en profundidad las dificultades reportadas para
poder caracterizarlas 'y disefiar estrategias diddcticas
adecuadas para tratar de disminuirlas™ (p. 42).

Con la finalidad de encontrar la forma de superar las
dificultades que tienen los estudiantes de pregrado con la
comprension de las transformaciones de las funciones
trigonomeétricas, en particular las traslaciones horizontales,
Bornstein (2020) realizé un estudio en el que implemento el
uso del software interactivo 7rigReps, con el objetivo de
indagar si el uso de TrigRepspodia contribuir a aclarar las
concepciones y conceptos erréneos de los estudiantes. El
investigador reportd que los estudiantes dieron muestras de
entender los efectos de las transformaciones multiplicativas
y las transformaciones aditivas, asi como también los
efectos de las transformaciones dentro y fuera de los
paréntesis, pudiendo sefialar ademas que,para los
estudiantes, las transformaciones horizontales aditivas se
comportan contra intuitivamente.

Padilla 'y Acevedo (2021) investigaron sobre la
caracterizaciondel conocimiento especializado del profesor
de Matematicas que ensefia la reflexion de la funcion
trigonométrica seno mediado por las TIC. Encontraron que
el uso de GeoGebra facilita la representacion de la funcién
f(x) = —senxy, a partir de la grafica se puede analizar
visualmente el comportamiento de la funcion en cuanto a su
dominio, rango y periodo. Advierten ademas que para poder
efectuar la comparacion entre las funciones f(x) = senx y
f(x) = —senx resulta clave que elprofesor conozca del
dominio, rango y periodo de la funcion original.
Comprobaron, ademas, que es necesario que el profesor de
Matematicas conozca con profundidad los fundamentos
tedricos de los contenidos que ensefia, para plasmarlos de
manera efectiva utilizando GeoGebra y hallaron relaciones
entre el conocimiento matematico y didactico-pedagogico,
que cobran importancia en busqueda del conocimiento
especializado en la ensefianza de las matematicas.

Vergara (2021) desarroll6 una propuesta didactica con el
objetivo de favorecer los procesos de enseflanza y
aprendizaje en la representacion grafica de funciones
trigonométricas a través del software GeoGebra. Trabajo los
conceptos de periodicidad en las funciones seno, coseno y
tangente, para luego estudiar las asintotas verticales de las
funciones tangente, secante y cosecante. El autor indica que
la implementacion de la propuesta ayudara a los estudiantes
a abstraer propiedades de forma geométrica y analitica
vinculando, de forma intuitiva, los registros dinamicos de
representacion grafica y algebraica con la teoria que los
sustenta y posibilita la caracterizacion de las definiciones de

pp- 20-32

Aceptacion: 22/05/2022



los distintos comportamientos en cada tipo de funcion
trigonométrica.

Agudelo (2021) realizé una intervencion en estudiantes de
nivel medio con el propdsito de ensefiar la transformacion
de graficas de las funciones seno y coseno por medio del
software GeoGebra. Concluyd que es viable la utilizacion
deGeoGebra en el aprendizaje de las funciones
trigonométricas y que puede ser aplicado en cualquier otro
contexto educativo dentro de la rama de la Matematica
teniendo en cuenta las delimitaciones del objeto de estudio.
Destaco que los resultados positivos que obtuvo al realizar
la intervencion se consolidaron como significativos en cada
uno de los estudiantes que participaron del proyecto.
Molano (2022) realizd un trabajo con el objetivo de
investigar en qué medida la incorporacion de una estrategia
pedagogica soportada en EXeLearning en el aula, permite
fortalecer la comprension de las funciones trigonométricas y
sus diferentes representaciones. En sus conclusiones expresa
que el uso de GeoGebra permitio a los estudiantes
identificar inicialmente las caracteristicas que describen las
funciones trigonomeétricas elementales y sus
transformaciones. Ademas, la exploracion de la herramienta
de simulacion online FooPlot permitié a los estudiantes
verificar las graficas de funciones trigonométricas a partir
de las ecuaciones que las describen y pudieron visualizar
cuatro tipos de graficas diferentes superpuestas una sobre
otra verificando similitudes y diferencias en términos de
amplitud y frecuencia.

Bekene y Machaba (2022) realizaron un estudio en
estudiantes de nivel medio de Etiopia con el objetivo de
investigar el efecto del uso de GeoGebra en la comprension
de las funciones trigonométricas. A partir de los hallazgos
del estudio propusieron realizar recomendaciones a la
universidad para la implementacion del programa STEM en
el curso de verano 2022/23. Los autores encontraron
diferencias  significativas entre los dos  grupos
experimentales en los que se implementd el uso de
GeoGebra y el grupo de control, principalmente en las
transformaciones de las funciones trigonométricas.
Concluyeron que el uso de GeoGebra mejora efectivamente
la capacidad de los estudiantes para hacer asociaciones entre
diferentes representaciones y contextos de funciones
trigonométricas.

3. MARCO TEORICO

Se adopta como marco tedrico la Teoria APOE (Accion,
Proceso, Objeto, Esquema) desarrollada por Dubinsky y un
grupo de colaboradores del Research in
UndergraduateMathematicsEducationCommunity
(RUMEQ).

Dubinsky y Lewin (1986) proponen la “abstraccion
reflexiva” de Piaget como base teorica para el analisis de la
comprension de los conceptos matematicos y plantean que
el origen de la teoria APOE se encuentra en la
reformulacion de la teoria Piagetiana de la Abstraccion
Reflexiva para ser aplicada al Pensamiento Matematico
Avanzado (PMA).

En la teoria APOE se define un ciclo de investigacion que
consta de tres componentes: 1) analisis tedrico; 2) disefio e
implementacion de la ensefianza, y 3) observacion, analisis
y verificacion de datos (Figura 1).
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Observacion, analisis
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Disefio e implementa-
cién de la ensefianza

Figura 1. Ciclo de investigacion de la Teoria APOE
Nota. Adaptado de Arnon et al. (2014)

3.1. Analisis tedrico

El analisis tedrico tiene como finalidad proponer un modelo
que pueda describir las construcciones mentales especificas
del alumno, al momento de desarrollar la comprension del
concepto que esta estudiando. El resultado de este analisis
es lo que se denomina descomposicion genética (DG) del
concepto. La DG consiste en una descripcion detallada de
las construcciones mentales que el individuo deberia realizar
para poder enfrentarse satisfactoriamente a un concepto
matematico en particular.

La Teoria APOE reconoce que la DG de un concepto no es
Unica, ya que distintos estudiantes pueden seguir caminos
diferentes de los descriptos en una DG particular. Por lo
tanto, el valor de una DG reside en su uso como un modelo
general que describe aquellas construcciones que se
encuentran necesarias para que la mayoria de los estudiantes
puedan aprender un concepto. Como con cualquier modelo
tedrico general y descriptivo, varias DG pueden ser
disefiadas por diferentes investigadores o incluso por un
mismo grupo de investigadores para describir el aprendizaje
de un concepto particular. Si esas descomposiciones
genéticas estan respaldadas por estudios empiricos de las
construcciones de los estudiantes, podrian considerarse
descripciones razonables de las construcciones de los
estudiantes.

La descomposicion genética inicial (DGI) es el analisis
tedrico realizado a priori por el investigador y constituye la
base a partir de la cual se llevard a cabo el disefio e
implementacion de la instruccion, asi como el analisis de
resultados.

La DGI ird evolucionando con cada iteracion del ciclo
definido en la Figura 1, proceso que se conoce como
refinamiento de la DG. Este refinamiento permitira
comprender cada vez mas como los alumnos construyen el
concepto matematico que se esta analizando y conformara
una nueva base para la propia investigacion o para
investigaciones futuras.

Para construir un concepto matematico, el individuo
comienza ejerciendo Acciones sobre objetos previamente
construidos. Las Acciones responden a estimulos externos y
son realizadas paso a paso por el individuo —mirar o
recordar una formula o tabla; utilizar un algoritmo
determinado—.

Cuando el estudiante repite una Accién y reflexiona sobre
ella, aunque sin la necesidad de ejecutarla explicitamente,
puede interiorizarla en un Proceso (Figura 2). Este se
caracteriza porque el estudiante no requiere de estimulos
externos para realizar la operacion e incluso puede saltar
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pasos o anticipar el resultado de su aplicacion (Dubinsky,

1996, Arnon et al. 2014).

Esquema

‘ ACCIONES ‘<
reversion

‘ Nuevos

encapsulacion
¢

interiorizacion

Procesos

i ‘ OBJETOS

Figura 2. Estructura y mecanismos mentales para la construccion de un concepto matematico

La Teoria APOE define otros dos mecanismos por medio de
los cuales se puede generar un Proceso: la coordinacion y la
reversion o inversion. El mecanismo de coordinacion tiene
lugar cuando un Proceso construido se relaciona con otro
Proceso para determinar un nuevo Proceso. El mecanismo
de reversion permite a un individuo revertir un Proceso
existente dando origen a un nuevo Proceso.

Cuando un individuo logra reflexionar sobre las operaciones
aplicadas a un Proceso en particular, toma consciencia del
proceso como un todo, realiza transformaciones sobre él —
ya sean Acciones o Procesos— y puede construir esas
transformaciones, entonces el proceso ha sido encapsulado
por el individuo en un Objeto.

Una vez que un individuo ha logrado construir un Objeto,
puede ser capaz de regresar sobre los Procesos que lo
generaron a través del mecanismo de desencapsulacion. De
esta manera, podra ir y venir entre el Objeto y el Proceso
cada vez que sea necesario.

Los Esquemas se definen como una coleccion coherente de
Acciones, Procesos y Objetos —a la que pueden sumarse
también otros Esquemas y las relaciones existentes entre
ellos— asociados a un concepto particular (Asiala et al.,
1997). Los Esquemas que forman la estructura matematica
de un individuo no estan acabados, son estructuras
dindmicas que evolucionan constantemente cada vez que
nuevas relaciones se construyen entre sus componentes. Un
Esquema puede ser tematizado en un nuevo Objeto sobre el
cual pueden hacerse nuevas Acciones.

En los estudios llevados a cabo con la teoria APOE se
caracteriza el nivel de conocimiento que demuestran los
estudiantes en términos de concepciones, no para
clasificarlos, sino para determinar aquellas construcciones
que son necesarias para apoyar su desarrollo del
conocimiento. Cuando un estudiante responde a distintas
situaciones problematicas utilizando mayoritariamente
Acciones da evidencia de haber construido una concepcion
o nivel Accion. Asimismo, las concepciones Proceso u
Objeto se caracterizan por el hecho de que el estudiante
muestre mayoritariamente la construccion de dichas
estructuras en sus respuestas a diversos problemas
relacionados con el concepto en cuestion.

3.2. Diseiio e implementacion de la ensefianza

La Teoria APOE establece como modelo didactico el ciclo
de ensenianza ACE, estrategia pedagogica que consta de tres
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componentes: (A) actividades; (C) discusion en el aula; y
(E) ejercicios (Figura 3).

| Descomposicién |
Genética
[ Actividades i " Ejercicios
e ey
/f o . ’,_I”\\_:
™ i ///
A _//

‘ Discusion L
|_en clase (C) |

Figura 3. Relacion entre el ciclo de ensefianza ACE y la DG

En la primera parte del ciclo, las Actividades, los estudiantes
trabajan de manera colaborativa en grupos resolviendo
tareas disefladas con el fin de reflexionar sobre sus
construcciones previas y promover las construcciones
mentales sugeridas en la DG.

En la Discusion en claselos estudiantes desarrollan las
tareas propuestas, reflexionan sobre su trabajo y el profesor
subraya las ideas importantes o introduce preguntas para
promover el surgimiento de ideas que ain no aparecieron.
En la dltima etapa del ciclo, los Ejercicios de tarea, los
estudiantes se enfrentan a situaciones problematicas
disefiadas con el fin de reforzar la reflexion realizada en las
dos etapas previas.

En la Figura 3 también se puede apreciar la relacion
existente entre la DG y el ciclo de ensefianza ACE. Se
puede observar que la DG afecta a todos y cada uno de los
componentes del ciclo ACE.

3.3. Observacion, analisis y verificacion de datos

Para recolectar los datos se pueden utilizar los siguientes
instrumentos:

* Preguntas y respuestas escritas, en forma de
cuestionarios, con preguntas cerradas o abiertas.

» Entrevistas semiestructuradas realizadas a los
estudiantes posteriormente a la finalizacion del ciclo
ACE, con la intencion de profundizar lo mas posible
la busqueda de las construcciones mentales.
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 Una combinacion de instrumentos escritos y
entrevistas.

Una vez finalizado el andlisis de los instrumentos y la
transcripcion y andlisis de las entrevistas, el investigador
procede a contabilizar y clasificar las construcciones
mentales del concepto matematico estudiado, tomando
como base el analisis tedrico plasmado en la DG. Esto
permite analizar criticamente la DGI y plantear una nueva
etapa de investigacion, comenzando por el refinamiento de
la DG y desarrollando un nuevo ciclo de ensefianza ACE,
tras el cual se volveran a recolectar, analizar y verificar los
datos con el objetivo de acercarnos cada vez mas a poder
describir la forma en que un estudiante comprende el
concepto matematico.
El ciclo puede repetirse tantas veces como el investigador lo
considere necesario e, incluso, los resultados obtenidos
pueden ser tomados por otros investigadores en pos de
continuar el proceso de investigacion.

4. METOLOGIA

De acuerdo con el marco teodrico adoptado y el ciclo de
investigacion definido por la Teoria APOE (Figura 1), el
primer paso para realizar el estudio sobre la comprension
del concepto de transformacion de funciones es la
realizacion del analisis tedrico que culmina con la creacion
de la DGI

Luego, corresponde pasar a la segunda etapa del ciclo de
investigacion, que es el disefio e implementacion de la
instruccion. En base a la DGI se disefian las actividades y
ejercicios para proceder luego a implementar el ciclo de
ensefianza ACE en sus tres etapas: (A) actividades; (C)
discusion en el aula; y (E) ejercicios. El ciclo ACE se
realiza en cada clase o encuentro e, incluso, en una misma
clase puede repetirse mas de una vez

Una vez completado el tema que se quiere ensefiar, se
procede a la observacion, analisis y verificacion de datos
para poder contabilizar y clasificar las construcciones
mentales del concepto matematico estudiado, analizar y en
su caso refinar la DGI.

4.1. Analisis tedrico: descomposicion genética
inicial del concepto de transformacion de funciones

4.1.1. Conocimientos previos

Para construir una descomposicion genética del concepto de
transformacion de funciones, es necesario partir de la base
de que los alumnos han construido, en cursos previos, los
conceptos de “variable” y de “funcion” a nivel Objeto y
también los conceptos de “ceros”, “intervalos de positividad
y negatividad”’y “continuidad” de una funcidén a nivel

Proceso.

Variable como Objeto

De acuerdo con el Modelo 3UV (3 Usos de la Variable)
(Trigueros y Ursini, 2003; Ursini et al., 2005) un estudiante
que comprende a la variable como un objeto matematico es
aquél que es capaz de reconocer en un problema el papel
que juega la variable (incdgnita, nimero general o variable
en relacion funcional), reconocer los cambios que se dan en
su papel a lo largo de la solucion del problema y operar con
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ella de forma correcta. Sin esta construccion es imposible
construir una nocion de funcion como un Objeto.

Funcion como Objeto

Segin Farabello y Trigueros (en prensa), cuando el
estudiante reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un
Proceso en particular y toma consciencia del proceso como
un todo, se produce la encapsulacion del Proceso en un
Objeto, lo cual le permite al estudiante realizar nuevas
Acciones sobre él.

El estudiante puede dar cuenta de la encapsulacion de
Procesos en el Objeto funcion e incluso en la
desencapsulacion del Objeto funcion en los Procesos que le
dieron origen, cuando realiza la manipulacion de funciones
o0 analiza sus propiedades.

Dada una funcion, un individuo puede encapsular Procesos
dando lugar a la creacion de Objetos los cuales pueden
ponerse en evidencia cuando los estudiantes hacen Acciones
sobre ellos.

4.1.2. Modelo general de la descomposicion
genética

Los estudiantes transforman los objetos “variable” y
“funcion” mediante Acciones en las que se realiza una
operacion algebraica o grafica sobre la variable
independiente, o sobre la variable dependiente. Interpretan
también qué consecuencias, si las hay, tiene cada una de
estas operaciones sobre el dominio y el rango de la funcién
de manera geométrica.

Cuando esas Acciones se repiten y el alumno reflexiona
sobre ellas, puede interiorizarlas en los Procesos
correspondientes al realizar las mismas operaciones
algebraicas o graficas sobre la variable o sobre la funcion
para obtener una funcion transformada. El alumno puede
realizarlas de manera general e incluso imaginar el resultado
de la transformacion de manera algebraica o grafica sin
necesidad de hacer los célculos. El alumno puede, ademas,
determinar de manera general el dominio y el rango de la
funcion transformada en cada caso tanto algebraica como
graficamente.

Estos Procesos se coordinan con los Procesos mencionados
como ‘“conocimientos previos”. De cada una de estas
coordinaciones resulta un nuevo Proceso en el que es
posible considerar transformaciones mas complejas.

El alumno puede ademas coordinar los Procesos algebraicos
y graficos sobre transformaciones en nuevos Procesos de
tratamiento o conversion de una representacion a otra,
reconociendo las  distintas  representaciones como
representaciones de la misma transformacion de una funcion
especifica, para distintas funciones.

Cuando el estudiante reflexiona sobre las Acciones
aplicadas sobre los Procesos especificos mencionados
anteriormente, los coordina y puede considerar a la
transformacion de funciones como un todo, adquiere una
conciencia de su totalidad y puede, ademas, hacer nuevas
Acciones, o percibe qué Acciones o Procesos pueden actuar
sobre él —por ejemplo, considerar transformaciones que
requieran la aplicacion de sucesivas transformaciones
simples—y es capaz realmente de construirlas, es posible
considerar que ha encapsulado las funciones transformadas
como Objeto.

El estudiante puede ademas ejecutar Acciones o Procesos
sobre ese Objeto y también lo puede desencapsular para
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obtener los Procesos que le dieron origen. Mediante esta
desencapsulacion puede comparar distintas funciones
transformadas, obtener o reconocer la funcion basica que
dio origen al Objeto, o incluso reconocer propiedades
globales de la familia de funciones implicada en la
transformacion, como asi también reconocer el dominio, el
rango, los ceros, los puntos de discontinuidad, etc.

4.2. Implementacion de la ensefianza

En base a la DGI se disefiaron las tres etapas del ciclo de
enseflanza ACE, que se implemento en el afio 2020 a través
de un taller virtual. Se invitd a participar libremente a los
estudiantesque se encontraban cursando Matematica II y
habian terminado exitosamente un curso de Calculo
Diferencial en el semestre anterior, cuyo contenido incluia
el tema de transformacion de funciones.

Los estudiantes tenian que realizar las actividades extraclase
y subirlas luego al Aula Virtual del Taller en la plataforma
Moodle, debiendo participar ademas de los foros que se
abrieron para facilitar y coordinar las discusiones.

El nimero de estudiantes no se mantuvo constante y fue
mermando a lo largo del Taller, de forma tal que de los 25
que comenzaron la actividad, 14 completaron todos los
encuentros. Se descartaron 3estudiantes por no haber
cumplimentado mas del 30% de las actividades, quedando
en total un conjunto de 11 instrumentos resueltos para ser
sometidos al analisis.

4.3. Diseio del instrumento

El instrumento correspondiente a la tercera parte del ciclo de
enseflanza ACE se disefi6 en funcion de la DGI y consistio
en un total de veinte preguntas que trataban sobre la
transformacion de funciones polindomicas, racionales,
irracionales, exponenciales y logaritmicas, trigonométricas y
las aplicaciones de estas ultimas a la ecuacion sinusoidal de
la onda.

Para este trabajo se consideran solo tres de las consignas
(P12, P13 y P14), que corresponden a la transformacion de
las funciones trigonométricas.

Para responder dichas consignas se les suministraron seis
graficas, en cada una de las cuales aparecia la funcion basica
f(x) =senx en color rojo y la funciéntransformada T (x)
en color azul. (Figuras 4 a 9).

y

mi2 w2 3m/2

Figura 4. Gréfica G1 correspondiente a la consignaP12-14

/4 w4 w2 3w o 5w/i4  3w/2 /4 m

Figura 5. Grafica G2 correspondiente a la consignaP12-14
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F igufa 7. Grafica G4 correspondiente a laconsigna P12-14
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Figura 8. Grafica G5 correspondiente a la consigna P12-14

f(X) w4 w2 3m/4 m Sm/4 3m/2 Twi/4 m

Figura 9. Grafica G6 correspondiente a la consignaP12-14

Las consignasque se realizaron fueron las siguientes:
» Consigna P12
a) Describir las transformaciones que se realizaron
en cada caso. Tener en cuenta que en algunos



casos dos o mas transformaciones diferentes
pueden conducir al mismo resultado

b) Identificar los valores y signos de los parametros
que intervienen en cada transformacion.

¢) Escribir la expresion algebraica de la funcion
transformada en cada caso.

* Consigna P13: describir todos los cambios que se
produjeron en la funcion basica tras la aplicacion de
las transformaciones en cada caso (ceros, intervalos
de positividad y negatividad, intervalos de
crecimiento y de decrecimiento, “crestas” y “valles”).

» Consigna P14: describir las variaciones de la amplitud
y frecuencia de la onda sinusoidal en la funcion
transformada.

4.3.1. Analisis previo del instrumento

De acuerdo con la DGI, se predijeron las construcciones
mentales que podrian encontrarse en las preguntas referidas
a funciones trigonométricas.

Construcciones Accion
La evidencia da cuenta de que los estudiantes reconocen la
transformacion en la grafica, pero:

* solo describen una de las transformaciones que,
aplicadas a la funcion basica, dan el mismo resultado
en GI1.

* reconocen el parametro que interviene, pero no su
valor y su signo (G2 y G4).

* reconocen los parametros que intervienen en la
transformacion, pero no todos, como asi tampoco su
valor y su signo (G3, G5 y G6).

Construcciones Proceso
La evidencia da cuenta de que los estudiantes reconocen la
transformacion de la grafica y:
* describen todas las transformaciones que, aplicadas a
la funcion basica, dan el mismo resultado en G1.
» reconocen el parametro que interviene, pero
identifican solo su valor o su signo (G2 y G4).
* reconocen los parametros que intervienen en la
transformacion, pero no todos, e identifican sélo su
valor o su signo (G3, G5 y G6).

Construcciones Objeto
La evidencia da cuenta de que los estudiantes reconocen la
transformacion de la grafica y:

* reconocen el parametro que interviene, e identifican
correctamente su valor y su signo (G2 y G4).

* reconocen los parametros que intervienen en la
transformacién, pero no todos, e identifican
correctamente su valor y su signo (G3, G5 y G6).

+ escriben correctamente la expresion algebraica en
cada caso.

* describen todos los cambios que se produjeron en la
funcion basica tras la  aplicacion de las
transformaciones en cada caso:ceros, intervalos de
positividad y negatividad, intervalos de crecimiento y
de decrecimiento, crestas y valles.
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 describen los cambios de amplitud y frecuencia de las
funciones transformadas.

4.4. Entrevistas

Una vez finalizado el analisis de las producciones escritas
de los estudiantes, y luego de clasificarlos segin las
construcciones mentales evidenciadas, se seleccionaron
cuatro estudiantes que se encontraban en distintos niveles
para ser entrevistados. De los estudiantes seleccionados, uno
habia evidenciado una construccion Accion;uno, una
construccion Proceso; y los dos restantes una construccion
Objeto.

Para cada estudiante se disenld una entrevista diferente, con
la intencion de indagar sobre aquellas cuestiones que habian
dejado alguna duda acerca de la construccion mental que el
alumno habia evidenciado al resolver las actividades
planteadas en el instrumento.

5. DISCUSION Y ANALISIS DE RESULTADOS

5.1. Analisis general de los resultados

Las consignas P12, P13 y P14 fueron respondidas por diez
de los once estudiantes que completaron la actividad final
del Taller.

Para analizar las producciones de los estudiantes se tuvieron
en cuenta las construcciones mentales previstas en la DGI
que fueron evidenciadas en un mayor niimero por cada
estudiante. Por ejemplo, si a un estudiante se le asigna una
construccion Objeto, esto implica que es la construccion que
mas veces aparecio en su respuesta, pero no implica que no
haya evidenciado también construcciones Accion y Proceso.
A los estudiantes se los identificd correlativamente desde
AO01 hasta A11.De acuerdo con la DGI, se esperaba que los
estudiantes evidenciaran construcciones mentales Accion,
Proceso y Objeto. Dos estudiantes (A04 y A08) mostraron
una construccion Accion, tres estudiantes (A07, A10y All)
dieron muestra de una construccion Proceso y cuatro
estudiantes (A01, A02, A03 y A09) evidenciaron una
construccion Objeto. El estudiante A06 no evidencio
ninguna de las construcciones mentales previstas en la DGI,
mientras que el estudiante A0S no realizo la actividad.

Estudiantes que evidenciaron una construccion Objeto

Los estudiantes A01 y A03 respondieron en forma correcta
las tres consignas para las seis transformaciones:
reconocieron todos los parametros que intervienen,
indicando en forma correcta su valor y su signo; escribieron
todas las expresiones algebraicas; describieron todos los
cambios producidos por las transformaciones: rango, ceros,
conjuntos de positividad y de negatividad, intervalos de
crecimiento y de decrecimiento, crestas y valles; y
describieron todos los cambios de amplitud y de frecuencia.
El estudiante A0O1, al responder la consigna P13 sobre los
cambios en las seis transformaciones omitié justificar por
qué se producian. En la entrevista se le pregunto
especialmente por estos puntos y respondid en forma
satisfactoria.
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(P) Claro, exactamente. Eso esta bien. Y también era
para preguntarte en la... bueno, pero en todas son otras
posibilidades, esa esta bien. Vamos a la 13. La 13, en la
6.d, en esta... La pregunta es... Vos tenias ahi, en ese
caso, esos graficos que corresponden a la funcion seno.
La funciéon roja que es la funcion seno y una
transformacioén que se hizo sobre ella. Y vos pusiste en
todas las transformaciones de la T1 la T6, eh... cambia
el rango. {Esta?

(A) (En todas puse?

(P) Pero no indicaste por qué. Si, en todas pusiste
cambia el rango... No, en todas no. En la 2 y en la 4
pusiste que no cambia el rango, pero en las otras pusiste
que cambia el rango y cuando fue... o sea vos decias, se
produce algo, o sea... perdon. Ahi hay una modifica-
cion... jacd cambia algo desde el punto de vista del
rango?

(A) Si, aca por la amplitud...

(P) Y cuando iba la justificacion, vos simplemente
pusiste cudl era el nuevo rango.

(A) Aca es por amplitud, porque aumenta la amplitud,
y aca es por desplazamiento, digamos... En esta por
ejemplo, es por desplazamiento. ..

El estudiante AO3 agregd archivos que posibilitaron
confirmar la construccion Objeto evidenciada en sus
respuestas. En las Figuras 10 y 11 se pueden observar
algunos de ellos.

Figura 10. Analisis realizado por el estudiante A03 para
responder las consignas P12, P13 y P14

Figura 11. Analisis realizado por el estudiante A03 para responder las consignas P12, P13 y P14

Si bien es cierto que en la produccion subida al Aula Virtual
el estudiante A03 no pudo identificar correctamente el valor
y signo de los parametros que intervenian en todas las
transformaciones posibles aplicadas a la funcion original
para obtener las graficas de las funciones transformadas
mostradas en las Figuras 4 y 5, en la entrevista pudo salvar
esta situacion.

P) Si, después ya tenemos la 12. Vamos a pasar a
la 12. 12, G1. Entonces en la 12 tenés que identificar el
valor y el signo de los parametros.

(A) Y la basica era una funcion seno... con el color
rojo, y la otra esta en azul... puse alargamiento vertical
y reflexion vertical.

P) Pusiste menos dos seno de X. La pregunta es...
(81 puede haber otra transformacion?

(A) Si, yo la veo de esa forma, por eso... ;,Cudl otra
puede ser...? Sobre el eje Y...

P) Si yo te dijera: estoy de acuerdo con el dos
como amplitud porque la aumenta, pero no quiero que
le pongas un signo menos a la amplitud...

(A) .Y no ponerle al menos?

-1

(A) (En otra parte? No, porque valor absoluto no le
puedo poner tampoco... porque no sirve de nada... A
ver... se lo pongo a... ;ala X adentro?

P) (Podrias ponérselo al angulo de fase?

(A) Ahbh, si la... si. Porque la arrancés aca y
coincidiria aca justito en este... en la panza que hace
aca, la hace aca también...

P) Entonces vos podrias hacer dos por el seno
de... X...
(A) ... menos o mas, depende de para qué lado

me quiero ir...

El estudiante A02 cometid algunos errores que se detallan a
continuacion:al describir la transformacion realizada en la
grafica G6 (Figura 9) expresod que “la funcion se traslada
hacia la derecha, hacia arriba y a su vez, se expande
verticalmente (sic)”;no advirtié que la amplitud no cambia
y, por ende, no se produce una expansion vertical; esto se
ratifica al analizar la respuesta a la consigna P14 sobre la




variacion de la amplitud: “la amplitudes mucho mayor, ya
que hay un alargamiento vertical de la funcion (sic)”.

Al responder la consigna P12, tampoco se dio cuenta que se
produce una compresion horizontal, pero si lo advirtié al
describir la variacion de la frecuencia: “la frecuencia es mds
alta, hay un alargamiento horizontal de la funcion (sic)”

El estudiante A09 respondié en forma correcta todas las
consignas, a excepcion de las relacionadas con la aplicacion
de la transformacion indicada en la grafica G3 (Figura 6).
Solo reconocio el desplazamiento vertical, omitiendo la
traslacion horizontal que se produce en forma simultanea.
Esto se ve reflejado en la obtencion de la expresion
algebraica para dicha transformacion (consignaP12), donde
escribe T(x)=sen(x)—1 en lugar de T(x)=
sen(x - ”/4) — 1; en la respuesta a la consigna P13 cuando
indica que los ceros cambian como consecuencia de que “/a
funcion se encuentra una unidad por debajo del eje x donde
ésta tiene sus crestas en vez de donde tiene sus puntos de
inflexion (sic)”; y en la respuesta a la consignaP14 cuando
expresa que la amplitud no varia porque “aunque se haya
trasladado verticalmente, la distancia entre la recta sobre

T

Variaciénde T2 No La frecuencia de la onda tr
la frecuencia

de la onda Mo Gl v
transformada

respecto de
la onda
basica

la que se coloca la funcion y los valles y las crestas es la
misma que la funcion original (sic)”.

Estudiantes que evidenciaron una construccion Proceso

Los estudiantes A07, A10 y All reconocieron en forma
correcta los parametros que intervienen en las seis
transformaciones indicadas y lograron escribir todas las
expresiones algebraicas. Pero no pudieron describir o
justificar en su totalidad los cambios producidos por las
transformaciones.

Los estudiantes A07 y All describieron, pero no
justificaron los cambios en: rango, ceros, conjuntos de
positividad y de negatividad, intervalos de crecimiento y de
decrecimiento, crestas y valles (consignaP13). En cambio,
en la pregunta P14 identificaron y justificaron correctamente
los cambios en la amplitud y la frecuencia de las funciones
transformadas. El estudiante A1l se equivoco al indicar el
aumento o disminucion de la frecuencia y los valores del
periodo en las transformaciones Ty, Ts y Tg (Figura 12).

No La frecuencla de la onda transiormada respecto de la onda

Figura 12. Respuesta del estudiante A11 sobre la variacion de la frecuencia para las seis transformaciones indicadas de la
funcion basica f(x) = sen x. En color rojo, las observaciones realizadas por el profesor que corrigio la actividad.

El estudiante A10 reconocid, pero no justificd los cambios
en: rango, ceros, conjuntos de positividad y de negatividad,
intervalos de crecimiento y de decrecimiento, crestas y
valles, amplitud y frecuencia de las funciones transformadas
(consignas P13 y P14).

Estudiantes que evidenciaron una construccion Accion

El estudiante A04 analiz6 solamente la transformacion que
da lugar a la grafica Gl (Figura 4) y reconocid el
alargamiento vertical, pero no indicé que también podia
tratarse de una reflexion vertical.

El estudiante AO08 analiz6 las seis transformaciones
propuestas. En la transformacion correspondiente a la

sidn es solo vertical, por

o tanto

plaza horizontalmente hac

to vertical como ho

meodifica su amplitud

grafica G1 (Figura 4) reconocid el alargamiento vertical,
pero no indicé que también podia tratarse de una reflexion
vertical. En la transformacion correspondiente a la grafica
G5 (Figura 8) se limit6 a indicar una compresion, sin aclarar
que ésta era horizontal y vertical, omitiendo ademas la
traslacion horizontal de la funcion. Por tultimo, en la
transformacion correspondiente a la G6 (Figura 9) expreso
que la funcion se habia acortado, pero no indicd que ese
acortamiento era horizontal;, también indicé erroneamente
que la amplitud habia disminuido y que habia sufrido un
desplazamiento vertical hacia arriba, omitiendo la traslacion
horizontal de la funcion (Figura 13).

Descripcién de la transformacién realizada

+ "R,Lpl_rm'nf‘\ vey L’\‘—aa

X

se mantiene el periocdo

sufre un

La funcién acortamiento/ ¢

to de la funcidn inici

6\51 Su p y

i

un alargamiento o una

: \L"“—a'

Figura 13. Descripcion realizada por el estudiante A0O8 sobre las seis transformaciones indicadas de la funcion basica f(x) =
sen x. En color rojo, las observaciones realizadas por el profesor que corrigio la actividad.
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6. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Las construcciones mentales previstas en la DGI
aparecieron mayoritariamente en las producciones
realizadas por los estudiantes. Podria decirse entonces que
la DGI ha sido verificada empiricamente, por lo que puede
constituir un modelo util de cognicién, aunque factible de
ser mejorado. Como afirmamos anteriormente en el marco
teorico, la DG no es unica y tampoco tiene limitaciones en
cuanto a su evolucion. Puede ser revisada con el fin de
refinarla; redisefar las actividades, discusiones de clase y
ejercicios; y volver a aplicar el ciclo de ensefianza ACE
con nuevos instrumentos, adecuados a la DG refinada, con
el objetivo de obtener una descripcion mas precisa y
detallada de las construcciones mentales que el estudiante
puede evidenciar al enfrentarse al estudio de la
transformacion de funciones trigonométricas.

Los estudiantes pudieron ser clasificados en diferentes
niveles de acuerdo con las construcciones mentales
evidenciadas en la totalidad de las actividades. El 18%
(n=2) de los estudiantes fue clasificado en un nivel Accion,
el 27% (n=3) en un nivel Proceso y el 36% (n=4) en un
nivel Objeto.

Esto no quiere decir que los estudiantes hayan evidenciado
solo el nivel en que se los ha clasificado, sino que, de
acuerdo con el marco tedrico adoptado, dieron muestras de
otras construcciones mentales, moviéndose entre Accion,
Proceso y Objeto segun la caracteristica de la consigna que
tenian que resolver.

Los estudiantes que mostraron una construcciéon Accion
tuvieron dificultades para reconocer mas de una
transformacion en la grafica de la funcion transformada.
Por ejemplo, en la grafica que se muestra en la Figura 4,
advirtieron la expansion vertical pero no el desplazamiento
horizontal —o, en su caso, la reflexion vertical— que
resulta evidente al mirar la grafica de la funcion basica y su
transformada. Tampoco lo reconocieron al momento de
responder qué cambios se producian en los conjuntos de
positividad y de negatividad o en los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, pues si bien es cierto que
indicaron que se modificaban, no pudieron explicar
correctamente por qué. Se puede pensar entonces que estos
estudiantes no comprendieron que una funcion puede sufrir
mas de una transformacion en forma simultanea, por lo que
quizés sea conveniente introducir en los instrumentos del
ciclo ACE actividades que permitan visualizar estos
cambios simultaneos. También pueden introducirse
actividades manuales (BorbayConfrey, 1996;
FaulkenberryyFaulkemberry, 2010) que ayuden a superar
las dificultades inherentes a la traslacion horizontal,
reportadas también por Farabello y Trigueros (2020).

Los estudiantes que mostraron un nivel Proceso pudieron
reconocer todas las transformaciones simultaneas que se
daban en cada caso, pero tuvieron dificultades para
identificar correctamente el valor y el signo de los
parametros que intervenian en las transformacionesy no
pudieron escribir en forma correcta la expresion de la
funcién transformada. Para tratar de vencer estas
dificultades halladas y posibilitar que los estudiantes
encapsulen los Procesos en Objetos, podrian incorporarse
actividades en el ciclo ACE mediadas por el uso de
software dindmico, de forma tal que permita a los
estudiantes analizar y comprender el significado del valor y
del signo de los parametros que intervienen en la funcion
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transformada (Bornstein, 2020; Agudelo, 2021; Molano,
2022; Bekene y Machaba, 2022).

En los estudiantes que mostraron un nivel Objeto, las
entrevistas permitieron comprender que, a pesar de haber
mostrado una concepcion Proceso en la produccion escrita,
habian logrado encapsular el concepto transformacion
defunciones en un nivel Objeto. Cabe destacar aqui la
importancia de las entrevistas como un elemento
importante al momento de realizar el analisis de los datos.
La implementacion del ciclo ACE en forma virtual como
consecuencia del aislamiento social preventivo y
obligatorio producto de la pandemia por el COVID-19
pudo haber incidido en los resultados obtenidos tanto en la
verificacion de la DGI como en la clasificacion del nivel de
comprension de los estudiantes, dado que ni los docentes-
investigadores ni los estudiantes estdbamos habituados a
trabajar en la modalidad virtual. Quizas la implementacion
de un nuevo ciclo de enseflanza ACE en la presencialidad
pueda dar otros resultados, por lo que queda abierta la
posibilidad de realizar futuras investigaciones.

Las entrevistas resultaron, ademas, un instrumento
importante para terminar de caracterizar el nivel de
comprension del estudiante ya sea para confirmar o
modificar lo que se habia observado en la parte escrita. Por
ello, coincidiendo con las investigaciones mencionadas en
el marco tedrico, resulta importante combinarlas
entrevistas con las producciones en lapiz y papel para
profundizar atin mas el analisis y la contrastacion de la DG.
La utilizacion del software dindmico GeoGebra permitié
que los estudiantes verificaran sus producciones y pudieran
utilizar los deslizadores para representar los parametros y
observar su incidencia en las funciones transformadas,
coincidiendo con lo expresado por otros autores (Castillo et
al., 2013; Anabousy et al., 2014; Bozic, 2015; Holstrom,
2018).
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