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Resumen

En este trabajo describimos una propuesta de capacitacion docente en el uso de un software de geometria dindmica. Este
uso conlleva una reflexion en torno a algunos aspectos de la ensefianza de la geometria como la actuacidn docente en el
aulay las caracteristicas del conocimiento que construye el alumno, que difieren de los correspondientes a un tratamiento
mas tradicional.

Se describen algunas reflexiones tedricas relacionadas con el uso en clase de un software de este tipo y se presentan
algunas actividades propuestas, asi como la actividad disefiada para la acreditacion del taller. Ademas, se analizan los
resultados obtenidos a la luz de las consideraciones tedricas.

La representacion dindmica que exhibe y la autonomia de accion que promueve el software de geometria dindmica
justifican una reflexién en torno a su uso que debe ser considerada en la formacion inicial y continua de los docentes de
matematica.
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Abstract

In this work we describe a proposal of teacher training in the use of a software of dynamic geometry. This use entails a
reflection around some aspects of the teaching of the geometry like the teachers’ performance in the classroom and the
characteristics of the knowledge that the student constructs that differ from the correspondents to a more traditional
treatment.

Some theoretical reflections are described, related to the use in class of a software of this type, and some proposed
activities are present, as well as the activity designed for the accreditation of the course. In addition, the results are
analyzed in the light of the theoretical considerations.

The dynamic representation that exhibits the software of dynamic geometry and the autonomy of action that it promotes
justify a reflection around its use that must be considered in the initial and permanent formation of the teachers of
mathematics.

Keywords: teacher training, software, dynamic geometry

1. INTRODUCCION enunciacion difusa de los contenidos en la curricula,
La ensefianza de la geometria fue desplazada durante caracterizada por la profusion de vocabulario y
algin tiempo de los curriculos escolares y de los definiciones, y la mayor importancia que se le da a otras
programas de formacion docente por otras ramas de la ramas de la matematica.

matemdtica. Durante la segunda mitad de la década del Se hace necesario, por lo tanto, desarrollar propuestas
90, con la entrada en vigor de la ultima reforma de actualizacion y perfeccionamiento docente en las que
educativa, experimenté una revalorizacion que puede se reflexione sobre el tratamiento de la geometria en los
constatarse en el espacio que se le dedica en los diversos niveles del sistema educativo. En particular, es
documentos curriculares 'y en la profusion de sabido que la utilizacion en clase de un sistema de
publicaciones (libros, articulos de revista, actas de geometria dinamica es una practica que no esta
congresos) que promueven su tratamiento en los instalada en nuestras aulas. Los sistemas de geometria
distintos niveles del sistema educativo. dindmica “se caracterizan por poseer una pantalla
Sin embargo, este nuevo énfasis recibido no se pone de gréfica sobre la que el usuario puede dibujar objetos
manifiesto alin en las practicas docentes. ltzcovich geométricos primitivos (puntos, rectas, segmentos, etc.)
(2005) enumera diversas causas de ello, como la y registrar relaciones geométricas entre ellos
dificultad de los docentes por hallar situaciones o (perpendicularidad, paralelismo, etc.) a partir de un
problemas que constituyan verdaderos desafios, una repertorio  prefijado.  Estas acciones  producen
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construcciones geométricas mas o menos complejas en
las que algunos objetos pueden ser seleccionados por el
usuario y “arrastrados” por la pantalla, manteniendo las
relaciones geométricas establecidas en la construccién”
(Gonzélez-Ldpez, 2001; 278).

Diversos autores (Laborde, 1996; Larios Osorio, 2005)
destacan las potencialidades del uso reflexivo de este
material didactico, como por ejemplo la motivacion que
genera en los alumnos, la posibilidad concreta de
enriquecer su formacién a partir del tratamiento de
determinadas dificultades usuales en el aprendizaje de
conceptos geométricos y la posibilidad de establecer
conexiones entre distintas ramas de la matematica.
Marrades y Gutierrez (2000, p. 119-120) afirman que
“el modo de arrastre’ es una de las caracteristicas Gnicas
de los DGS [...] que hace [estos] entornos mucho mas
poderosos que el aprendizaje tradicional con lapiz y
papel. EI modo de arrastre permite a los estudiantes ver
tantos ejemplos como sea necesario en unos pocos
segundos, y les proporciona un inmediato feedback que
no puede ser obtenido en la ensefianza con l&piz y
papel”.

La evolucidn que se ha dado en las Gltimas décadas en
el desarrollo de tecnologias informéticas no puede
desconocerse en la ensefianza de la geometria. Los
Estandares Curriculares del National Council of
Mathematics Teachers del afio 1989 hacen especial
hincapié en la incorporacion de herramientas
tecnoldgicas en la ensefianza: “La nueva tecnologia no
solo ha hecho mas faciles los calculos y la elaboracion
de graficas, también ha cambiado la naturaleza misma
de los problemas que interesan a la matematica y los
métodos que usan los matematicos para investigarlos”
(1991; p. 8).

En este trabajo describimos una propuesta de
capacitacion docente en el uso de un software de
geometria dindmica. Este uso conlleva una reflexion en
torno a algunos aspectos de la ensefianza de la
geometria como la actuacion docente en el aula y las
caracteristicas del conocimiento que construye el
alumno, que difieren de los correspondientes a un
tratamiento mas tradicional. Estos aspectos, asi como la
descripcion de la propuesta, seran trabajados a
continuacion.

2. ALGUNAS REFLEXIONES SOBRE EL
USO DE SOFTWARE DINAMICO PARA EL
ESTUDIO DE LA GEOMETRIA

Balacheff (2000) reflexiona en torno al uso de entornos
informéticos en la ensefianza de las matematicas,
sefialando que “modifican el tipo de matematicas que se
puede ensefiar, el conjunto de problemas y las
estrategias didacticas. El conocimiento profesional del
profesor también debe modificarse” (p. 93).

En lo que respecta al conocimiento (tanto desde el
punto de vista del alumno como del profesor), destaca
que “no puede leerse simplemente en la pantalla, es el

1 En el documento en inglés (original) se denomina ‘dragging’
a la posibilidad de arrastrar un objeto a partir del
desplazamiento de algunos elementos. Siguiendo a Gonzalez
Lépez y Lupiafiez Gomez (2001) hemos optado por traducirlo
como ‘modo de arrastre’.
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resultado de una construcciéon en el
interaccion con la maquina” (p. 94).

Este autor reconoce que un cambio de herramientas
durante la ensefianza conduce a un cambio en los
problemas interesantes que se pueden plantear.
Menciona dos tipos de transformaciones:

e “Por un lado, la tecnologia informatica ofrece la
posibilidad de tratar problemas y experimentar
situaciones que sin ella no serian accesibles para la
ensefianza y el aprendizaje.

e Por otro lado, dicha tecnologia abre la posibilidad de
adoptar un enfoque experimental de las matematicas
que cambia la naturaleza de su aprendizaje” (p. 96).
Sugiere que el uso de estos entornos amerita una
reflexién en torno a la problematica de la modelizacion:
la relacion entre el campo experimental (proporcionado
por el software) y los objetos matematicos que se ponen
en juego requiere de una conceptualizacion. En lo que
respecta al uso de un software de geometria dinamica,
es importante reconocer que si los alumnos construyen
conocimientos a partir de la interaccién con el entorno,
“las caracteristicas del comportamiento del software,
incluyendo las no intencionadas, se transformaran,
probablemente, en caracteristicas especificas del
significado construido por los estudiantes” (Balacheff,
2000; p. 100). Plantea, por ejemplo que el dibujo de un
segmento en la pantalla se caracteriza por tener los
extremos destacados, lo que conduciria a pensar que
“un segmento esta formado por una linea y dos
extremos”. Plantea, asimismo, la particularidad de que
durante la lectura en la pantalla, un profesor y un
estudiante comparten hechos, pero no fenémenos. Se
puede observar el hecho de que las mediatrices de los
lados del tridngulo concurren en un punto, por ejemplo,
pero el fenémeno por el cual ocurre lo conoce el
profesor, aunque no necesariamente el alumno.

proceso de

Gonzalez-L6pez (2001) menciona diversos factores que
condicionan la gestion de la clase por parte del profesor
cuando se utiliza un software de geometria dindmica,
descritos a continuacion:
- Factores debido al cambio en las condiciones
de trabajo
Generalmente, durante el trabajo en una sala de
informatica, los alumnos trabajan individualmente o de
a pares y no se observa un grupo compacto con un
progreso colectivo. Las intervenciones del profesor
generales, por ese motivo, son escasas: al inicio de la
actividad, o en el momento de cierre o
institucionalizacion. Se produce asi una intervencion
individualizada del profesor, que dependera de las
necesidades de cada estudiante.
- Factores debido al tipo de interaccion con el
sistema.
En los sistemas de geometria dindmicos se produce una
ida y vuelta en la comunicacion entre el estudiante con
el entorno: éste interpreta las acciones del alumno, y
devuelve informacion que el usuario, a su vez,
reinterpretara para progresar en el trabajo. Laborde
(1996) denomina retroaccién a esta interaccion, que
tiene dos propiedades fundamentales:
- se produce informacion inmediata,
- se reproducen muchas posiciones distintas de
una misma construccién geométrica, debido a



la posibilidad de arrastrar los elementos en la
pantalla.
Esta posibilidad de interaccién permite que el alumno
disponga de una autonomia de accién (Balacheff, 2000)
si al arrastrar algin elemento el resultado no es el
deseado, no es necesaria la intervencion del docente
(como suele serlo en clases habituales) para llegar a la
conclusion de que alguna decision o accion efectuada
no es la adecuada.
Entre las respuestas habituales de los alumnos ante
respuestas inesperadas del sistema, se observa en
general escasa tendencia a reflexionar sobre lo que esta
ocurriendo. Lo més habitual es reiniciar la actividad?, y
atribuir el error al software. Es el docente, en este caso,
quien debe propiciar una utilizacion reflexiva del
entorno, tratando que los alumnos construyan el sentido
de las acciones realizadas.
- Factores debido a los modos de proceder en la
resolucién de las tareas propuestas
La comunicacién durante el uso de un sistema de
geometria dinamica suele basarse en la visualizacién, y
la posibilidad de desplazar algunos elementos de las
construcciones realizadas es de gran importancia. Debe
ser aprovechada para proponer actividades que exijan
conjeturar, detectar propiedades invariantes, generalizar
y abstraer. Nuevamente es el docente quien tiene que
propiciar la reflexion, y evitar que las actividades
concluyan con la enunciacién de lo observado en la
pantalla. Se debe promover en el trabajo la
interpretacién a partir de propiedades geométricas.
Gonzalez-L6pez (2001) destaca, en este sentido, la
necesidad de verbalizacion para eliminar posibles
ambigiiedades y por el tipo de competencias que
permitiria desarrollar en los estudiantes.
- Factores debido al tipo de actividades que se
proponen
La clasificacion que realiza Gonzalez-Lopez (2001) de
las actividades estandar que se podrian proponer es la
siguiente:
a) Figuras geométricas: haciendo explicito el
conocimiento geométrico
b) Propiedades geométricas: actividades para la
exploracién, la conjetura y la demostracion
experimental.
c) Lugares geométricos: complemento visual
para la informacién geométrica no trivial.

d) Simulacion: combinando  geometria vy
cinemética

e) Geometrias no euclideas: mas alla de la
intuicion

2 El ‘volver a empezar’ una actividad estd absolutamente
incorporada en los juegos digitales donde el usuario, en cada
partida, suele disponer de un niimero determinado de vidas o
créditos, que a medida que va perdiendo se van consumiendo.
En estos casos, la causa de una pérdida de vidas o créditos
suele deberse a falta de velocidad de respuesta o punteria
imprecisa (por ejemplo). Es raro (aunque no imposible) que
en estas circunstancias se propicie una reflexién acerca de qué
estrategia podria resultar mas adecuada. Es muy probable que
los estudiantes estén muy familiarizados con estos juegos en
el momento de abordar el trabajo con un software de
geometria dindmica, y para ellos es natural reiniciar la
actividad.

REIEC Afio 3 Nro. 1

37

f) Combinacion de aspectos geométricos y
analiticos
Algunas de estas actividades seran comentadas cuando
se presente la guia de actividades de la propuesta.

Algunas actuaciones posibles del profesor durante el
trabajo con el modelo geométrico que el software
permite implementar son:

e “conducir hacia la abstraccion y la generalizacion,

e invitar a la prediccion de resultados,

e provocar la reflexion sobre el tipo o tipos de
representacién que entran en juego,

e ayudar a la interpretacion de relaciones entre lo visual
y lo formal,

e introducir formalmente nuevas ideas matematicas que
surjan del entorno visual,

e ayudar a explorar las intuiciones personales”
(Gonzélez-Ldpez, 2001; p. 285-286).

3. PROPUESTA DE ACTIVIDADES

El taller destinado a profesores de 3° ciclo de la EGB y
Polimodal se enmarca en un postitulo de actualizacion
académica en NTICs. (Nuevas Tecnologias de la
Informacién y la Comunicacion), destinado a docentes
de Matemética del nivel medio. Los docentes habian
participado con anterioridad en otros talleres en los que
se trabajo en torno a algun software especifico. En este
articulo describimos la experiencia desarrollada con el
uso de un software de geometria dindmica y algunos
resultados de su implementacion.

El software utilizado es GeoGebra (de uso libre, que
puede obtenerse del sitio http://www.geogebra.at). Cabe
aclarar que debido al tiempo limitado del que se
disponia, so6lo se ejercito el trabajo con el software en la
ventana correspondiente a geometria euclidea (este
software tiene también una ventana algebraica que
permite una interaccidn interesante).

Primera guia de trabajo
Esta guia consistio en una serie de actividades
‘preliminares’, que permitieran la familiarizacion de los
docentes con el software (la mayoria de los docentes
nunca habia trabajado con softwares de geometria
dinamica). En estas actividades (sobre todo en las
primeras) se detallan cuidadosamente los comandos a
utilizar (aunque no las propiedades geométricas que
hubiera que aplicar). La guia se propuso para trabajar
en la primera sesiobn de trabajo. Consta de 10
actividades, y los asistentes alcanzaron a completar
hasta la 6° & 7° actividad en la primera sesidn. Las
actividades que quedaron sin resolver se dejaron para
terminar en sus domicilios.
En buena parte estas actividades responden al primer
grupo mencionado por Gonzalez-Lopez (2001),
identificado como: Figuras geométricas: haciendo
explicito el conocimiento geométrico. Se trata de
actividades que exigen considerar un minimo de
propiedades geométricas necesarias para describir
formalmente la figura. Si la construccion no es correcta,
el simple desplazamiento a partir de algin elemento
pondré de manifiesto la propiedad incumplida.
Algunas de las actividades propuestas son:

- Construir un triangulo equilatero a partir de un

segmento dado como lado.



- Construir un hexagono regular a partir de un
segmento dado como lado.

- Identificar el lugar geométrico determinado
por el punto medio de un segmento cuyos
extremos pertenecen a una circunferencia
dada, cuando se desplaza uno de los extremos
sobre la circunferencia. Justificar el resultado
obtenido.

- Construir tres segmentos a, b y c. Construir un
triangulo que tenga estos segmentos como
lados.

- Construir tres segmentos a, b y h. Construir un
triangulo de forma que los segmentos a, b que
se ven en la pantalla sean iguales a dos de sus
lados y el segmento h sea igual a la altura
sobre el lado a.

- Construir un cuadrado (0 wun
conociendo un lado.

La Gltima actividad de esta primera guia se presenta a
continuacion. Ha sido planteada con la finalidad de
mostrar una conexion entre ideas geométricas y
algebraicas. Ademas, interesa trabajar la interpretacion
del producto de dos segmentos como un nuevo
segmento®.

rombo)

Nota histérica

Descartes definio las operaciones de adicion,
sustraccion, multiplicacion, divisién y extraccion de
raices de segmentos de recta de modo tal que el
resultado es en cada caso otro segmento de recta.
Mientras que el producto de dos segmentos de recta
habia sido interpretado hasta entonces como un
rectingulo, Descartes lo obtiene como el cuarto
proporcional:

1/b=a/ab

En esta actividad se pretende realizar la grafica de una
funcion. En particular, tomaremos un segmento a de
longitud fija y un segmento b de longitud variable, y
calcularemos su producto. Luego, en un sistema de ejes
cartesianos, construiremos una funcion que determine el
valor del producto en funcion de la longitud del
segmento b.

a. Hacer clic en Archivo-Nuevo
b. Hacer clic en Vista- Ejes para activarlos.

c. Sobre los ejes marcar un punto en el origen (0,0) y
otro en la unidad (1,0). Para esto usar el segundo icono
“Nuevo Punto”. Marcar el segmento que une estos
puntos.

d. En una esquina de la pantalla dibujar un segmento de
longitud fija. Con el puntero seleccionar este segmento,

% Idea extraida de Mainzer (1990).

REIEC Afio 3 Nro. 1

38

y una vez seleccionado hacer clic en el boton derecho
del mouse (se despliega un mend, seleccionar la opcién
“Expone rdtulo”). Ahora nuestro segmento tendra su
nombre indicado en la pantalla. Supongamos que se
trate del segmento a. Dibujar luego una semirrecta
(buscar en el tercer icono la opcién correspondiente),
que contendra a un segmento de longitud variable que
construiremos en el siguiente paso.

e. Dibujar un segmento con uno de sus extremos en el
origen de la semirrecta y el otro extremo sobre la
semirrecta. Repetir la operacion anterior para que
aparezca en pantalla el nombre de este nuevo segmento
(Con el puntero seleccionar el segmento, y una vez
seleccionado hacer clic en el boton derecho del mouse;
se despliega un mend, seleccionar la opcidon “Expone
rotulo”). Supongamos que sea el segmento b.
Comprobar que cambia la longitud de b si con el
puntero arrastramos el extremo que no coincide con el
origen de la semirrecta.

d. Encontrar un segmento que represente b.d, siguiendo
la construccion de Descartes. Para ello, se necesitan dos
semirrectas del mismo origen. Sobre una de ellas,
trasladar el segmento unidad y luego el segmento a
(para trasladar la longitud de un segmento, se utiliza la
opcidn “Circulo por centro y radio” que se encuentra en
el quinto icono, tomando como radio el segmento a).
Sobre la otra semirrecta se debe trasladar b.

e. Marcar un punto P en el sistema de ejes cartesianos
con abscisa b y ordenada a.b. Ocultar los objetos que
sean auxiliares.

f. Activar la traza del punto obtenido en e.

g. Variar la longitud del segmento b y observar el efecto
sobre P.

Segunda guia de trabajo

La siguiente actividad® se encuadraria dentro del
segundo grupo de los planteados por Gonzalez-Lépez
(2001): Propiedades geométricas: actividades para la
exploracién, la conjetura y la demostracién
experimental. En primer lugar se propone una
comprobacion experimental de la propiedad. Una vez
que se eshoza la conjetura, se solicitan nuevas
construcciones sobre la figura inicial, que conducirian a
la demostracion de la propiedad involucrada (por
ejemplo, la construccién de los paralelogramos AKCP y
PKCB).

En este punto se ha optado por mostrar a los profesores
como, a través de la consigna, se puede orientar a los
estudiantes para que desarrollen una demostracion. La
actividad podria terminar con el inciso b): una vez
conjeturada la propiedad, se podria dejar que los
alumnos intenten por si solos encontrar una prueba del
resultado.

Actividad 11

Construye

Construye un triangulo ABC. Llamamos P y Q a los
puntos medios de AB y AC. Crea y mide los segmentos

4 Extraida de Alsina, Fortuny y Perez G6mez (1997).




PQyBC.

b) Modifica

Varia la posicion de A, B o C y observa la relacion
entre la medida de los segmentos PQ y BC.

c) Sigue

Construye el punto K simétrico de P respecto de Q.
Comprueba que AKCP es un paralelogramo.

Deduce que AP es paralela e igual a CK.

Infiere de la afirmacién anterior que PKCB es un
paralelogramo.

d) Demuestra

Reelabora todos los conocimientos anteriores vy
demuestra que PQ es la paralela media a BC.

&
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La siguiente actividad® responde al grupo de actividades
sobre Lugares geométricos propuesto por Gonzalez-
Lopez.

Se observa aqui uno de los beneficios aportados por el
software. Los problemas de lugares geométricos, en
general, son de dificil resolucién en un contexto de
lapiz y papel. El software utilizado presenta la opcién
de que al mover un determinado objeto, los objetos que
dependen de él, activados convenientemente, dejan una
huella o rastro. En este caso, quedara a cargo del
usuario la justificacion del resultado, que se obtiene
sencillamente al considerar un giro de 90° del punto D
alrededor del punto A.

Actividad 12. Siendo el punto A y la recta r fijos,
construye un cuadrado ABCD con D perteneciente a la
recta r (Figura 3). Investiga el lugar geométrico descrito
por el vértice B cuando el vértice D se desplaza sobre la
recta. Justifica la respuesta.

Figura 3

La siguiente actividad se encuadraria dentro del grupo
Combinacion de aspectos geométricos y analiticos. En
este caso son de destacar las conexiones que podrian
establecer los estudiantes entre los conceptos

5 Extraida de “Explorando la Geometria en los Clubes Cabri”.
Curso afio 1998 (San Francisco). OMA.
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involucrados. La actividad permite mostrar visualmente
que la superficie maxima se alcanza cuando el marco es
cuadrado.

Actividad 13. Dada una varilla de longitud 2r se desea
construir el marco de un espejo, de modo que la
superficie sea maxima.

a) Realiza una construccion con GeoGebra para
visualizar los posibles rectangulos que resultan al variar
la proporcion de los lados.

b) Construye un segmento cuya longitud represente el
area de los rectangulos obtenidos en el inciso anterior.
c) Realiza una construccion dinamica que permita
investigar en qué caso el area es maxima. (Sugerencia:
en un sistema de ejes coordenados, graficar la funcion
area tomando como variable independiente uno de los
lados del rectangulo).

En la siguiente actividad® se propone nuevamente la
exploracién de una propiedad geométrica. En este caso,
los estudiantes pueden explorar por diversas vias la
solucion del problema, conjeturar la propiedad vy
posteriormente probarla.

Segun de Villiers (1996) mediante el uso de un software
de  geometria  dindmica la  funcion  de
conviccion/verificacion de la demostracion se ve
desdibujada por la posibilidad de desplazamiento de la
figura. Considera que en este caso, se debe estimular la
curiosidad de los estudiantes preguntando acerca del
por qué un resultado particular es verdadero. “Los
estudiantes encontraran bastante satisfactorio considerar
un argumento deductivo como un intento de explicacion
antes que de verificacion” (de Villiers, 1996).

Actividad 14. EIl Sr. Gonzalez tiene un perro fiel, Fido,
y un jardin con forma de triangulo rectangulo.

Cuando sale de la ciudad por breves periodos de
tiempo, quiere que Fido vigile el jardin. Pero no desea
dejarlo suelto. Por ello le pondra una correa que atara a
un poste plantado en algin lugar del terreno. Va a usar
la correa mas corta posible, y dondequiera que coloque
el poste, necesita estar seguro de que Fido pueda
alcanzar cada esquina del terreno. ¢Donde deberia
plantar el poste? Justifica la respuesta.

La Gltima actividad corresponde al grupo denominado
por Gonzalez-Lépez (2001; p. 284-285) Simulacion:
combinando geometria y cinematica. Esta actividad no
se planted en este taller de capacitacion porque el
software GeoGebra no presenta la opcion de animar
algunos elementos de las construcciones, que es lo
requerido en este caso: las circunferencias que simulan
la tierra y la luna se animan para que realicen el
movimiento de rotacion. “El disefio geométrico de un
mecanismo [fendmeno natural], es decir, el proceso
necesario entre la descripcion de su funcionamiento y
su modelizacién mediante una sucesi6n ordenada de
instrucciones geométricas (tomadas de un determinado
repertorio), es un interesante y complejo ejercicio
algoritmico que pone en juego distintas habilidades en
las que lo esencial es traducir a un lenguaje geométrico

6 Extraida de National Council of Teachers of Mathematics
(2000).




las restricciones de funcionamiento del mecanismo

[fenébmeno] considerado”.

Actividad 15. En el sistema solar, la tierra gira en una
orbita eliptica alrededor del sol completando una vuelta
en 365 dias, y la luna gira alrededor de la tierra
completando una vuelta cada 28 dias.

Realiza un modelo dinamico de los movimientos
de traslacion de la tierra alrededor del sol y la luna
alrededor de la tierra (aproximando las 6rbitas por
circunferencias).

Actividad de Evaluacion

Para la acreditacion del taller se propuso a los docentes
el disefio de una actividad (pensada para algun nivel del
sistema educativo) que exija conjeturar una propiedad y
a la vez sugerir alguna exploracién que permita
demostrarla.

Actividad para la acreditacion

1) Selecciona y enuncia una propiedad geométrica.
Disefia una actividad para que los alumnos conjeturen y
prueben la propiedad seleccionada (seguir la idea del
problema 11).

2) Indica qué propiedades previas necesita el alumno
para resolver la actividad y a qué nivel esta destinada.

3) Propone un problema para resolver con GeoGebra
donde se utilice la propiedad demostrada.

4) Resuelve la actividad y el problema planteados.

Algunas de las propiedades seleccionadas por los
docentes para disefiar la actividad han sido: obtener la
suma de los angulos interiores de los poligonos, probar
que la base media del trapecio es paralela a las bases e
igual a su semisuma, demostrar que las mediatrices de
los lados de un triangulo se intersecan en un punto,
probar que las medianas del triangulo se intersecan en
un punto cuya distancia a cada vértice es igual a 2/3 de
la mediana correspondiente.

4. DESCRIPCION DE LA METODOLOGIA Y
RESULTADOS

La propuesta se enmarca desde el punto de vista
metodoldgico en la investigacion — accién. Este método
pretende superar la brecha que existe entre
investigacion y préctica y tiene entre sus objetivos
equipar al docente con nuevas técnicas y métodos
elevando su autoconocimiento, introducir métodos
innovadores para la ensefianza y el aprendizaje y
mejorar la comunicacién entre el docente en ejercicio y
el investigador académico (Cohen y Manion, 1990). La
modalidad implementada se caracteriza porque los
docentes responsables de los talleres son al mismo
tiempo los investigadores.

Entre los instrumentos de recoleccion de datos se
incluyen: observacion participante, diario del profesor,
artefactos escritos (elaborados en l&piz y papel o en
Word) y material recogido en archivos del programa
GeoGebra.

El taller se desarrolla en dos encuentros presenciales
con una separacion entre uno y otro de dos semanas.
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Durante el tiempo intermedio entre las instancias
presenciales, los asistentes podian realizar consultas
sobre los problemas de las guias mediante el uso de
correo electronico. Cabe aclarar que en esta instancia no
se recibieron consultas, pero si se realizaron durante la
elaboracidn del trabajo final.

Todos los asistentes participaron en una primera
instancia (de aproximadamente 1 hora de duracion) de
una presentacion por parte de los docentes del curso en
la que se reflexiond sobre el uso de software de
geometria dindmica en las aulas de educaci6n
obligatoria. Dicha instancia introductoria dio paso al
trabajo en dos salas de computacién que cuentan con
diez computadoras cada una, con una docente en cada
sala. Los asistentes trabajaron de a pares en las
computadoras a excepcion de dos grupos de tres. Cada
grupo trabajo con una guia de actividades a su ritmo,
solicitando las ayudas en caso de ser necesario. Estas
ayudas se limitaron a cuestiones del manejo del
software sin intervenir en las resoluciones de las
actividades. Los docentes participantes no tuvieron
mayores dificultades durante la familiarizacion con el
software debido a sus experiencias en otros seminarios
del postitulo. No obstante, las docentes a cargo tuvieron
una fuerte demanda por parte de los asistentes sobre
todo al comenzar con la resolucion de las actividades.
Cuando todos los grupos terminaron con cada actividad
de la guia, el docente a cargo de la sala moderaba la
puesta en comun de las resoluciones. Cabe destacar que
estas exposiciones sélo se realizaron una vez que todos
los grupos tenian resuelta la actividad o habian
trabajado en ella (aunque no se alcanzara la resolucion
correcta). En general, durante el desarrollo de las
actividades, se presentaron las particularidades que
menciona Gonzalez-Lopez (2001) respecto de los
factores que condicionan la gestion de la clase,
relacionados con el cambio en las condiciones de
trabajo (por ejemplo las intervenciones generales del
profesor en los momentos del cierre de las actividades).
En las secciones siguientes describimos los resultados
obtenidos en torno a algunas de las actividades
propuestas. Los datos recolectados para realizar esta
descripcion son de indole variada. En lo que respecta a
las actividades presenciales, los resultados comentados
provienen de las observaciones participantes realizadas
por las docentes responsables de los talleres, recogidas
en los diarios del profesor.

Los resultados comentados en la actividad de
acreditacion corresponden al estudio de los trabajos
impresos presentados por los docentes asistentes al
taller, que consisten en documentos de Word
acompafiados de archivos de figuras del programa
GeoGebra recogidos en disquete 0 en Cd.

4.1. Comentarios sobre las actividades
trabajadas en las instancias presenciales
Comentamos a continuacion algunas cuestiones y
dificultades que surgieron a partir de las resoluciones de
las actividades durante las instancias presenciales.

Actividad: “Identificar el lugar geométrico determinado
por el punto medio de un segmento cuyos extremos
pertenecen a una circunferencia dada, cuando se



desplaza uno de los extremos sobre la circunferencia.
Justificar el resultado obtenido™.

En varios grupos se construyo la circunferencia con el
comando “Circunferencia por centro y punto que

®
777

cruza zique construye una circunferencia dados
dos puntos libres (considerados el centro y un punto que
pertenece a la misma, respectivamente). Para crear la
cuerda solicitada, se tom6 el punto libre usado para
determinar la circunferencia como uno de los extremos,
no pudiendo obtenerse el lugar geométrico solicitado si
se movia dicho objeto libre. En la figura 4 se puede
observar un ejemplo de lo que sucede cuando se sigue
esta construccién.

Figura4

Para comprender este resultado debe analizarse, en
primer lugar, qué ocurre cuando se utiliza el modo de
arrastre del software para mover el punto utilizado para
construir la circunferencia (es decir, el punto que
pertenece a esta figura). Cuando se mueve este punto se
modifica la circunferencia construida, manteniendo el
mismo centro pero cambiando el radio. Por tanto se
obtiene una variedad de circunferencias concéntricas
con la original. En la actividad se pide describir el lugar
geométrico determinado por un extremo de la cuerda
cuando el otro extremo se desplaza sobre la
circunferencia. La figura irregular obtenida como lugar
geométrico en la figura 4 es consecuencia del hecho de
que la circunferencia en ese caso no es fija, sino que va
variando al desplazar el punto.

En la puesta en comln se tom¢ esta dificultad para
reflexionar sobre las caracteristicas de los objetos
“libres” y “dependientes” que considera el software.
Los grupos que no tuvieron esta dificultad,
reconocieron facilmente que el lugar geométrico es una
circunferencia, cuyo diametro es el radio de la
circunferencia inicial y que pasa por su centro y por el
extremo de la cuerda que no se mueve. Se reflexiond
aqui que como se puede mover cualquiera de los dos
extremos de la cuerda, el lugar geométrico son dos
circunferencias secantes entre si y tangentes interiores a
la circunferencia original (ver figura 5). Esto también se
puede obtener utilizando la herramienta “Lugar

Geométrico” del software. :: = También en la puesta
en comun se pidieron las razones por las cuales se llega

" Se observa que la traduccion del nombre de esta
herramienta es imprecisa, dado que en nuestro idioma,
habitualmente no se utiliza la expresion “cruzar” para
hacer referencia a un punto que pertenece a la
circunferencia.
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a esa solucién. Cuando se abordé la justificacion del
resultado, algunos docentes pudieron explicar que se
presenta una homotecia de razén % y cuyo centro es el
extremo de la cuerda que queda fijo. Uno de los grupos
consider6 la posibilidad de que un punto no esté en la
circunferencia, hallando el lugar geométrico
determinado por el punto medio de un segmento que
tiene por extremo este punto (interior o exterior a la
circunferencia) y el otro extremo sobre la circunferencia
dada, cuando se mueve este Gltimo punto sobre la
circunferencia. Se examind este caso y se llego a la
conclusion que el lugar geométrico es wuna
circunferencia homotética a la dada con centro de
homotecia en el punto fijo y razén de homotecia %.

Circunferencia e se obtiene al mover el
extremo D de la eerda CD

punta C de la cuerda CD

Figura5

Actividad: “Construir tres segmentos a, b y c. Construir
un triangulo que tenga estos segmentos como lados”.

En esta actividad se analizd su construccion y las
condiciones en las que el triangulo “desaparece” de la
pantalla y las razones por las que lo hace.

Durante la puesta en comin se considerd como se
realiza el transporte de un segmento con el software. En
lapiz y papel se utiliza el compés, aqui la herramienta
elegida es “Circunferencia por centro y radio dado”

Si se toma el radio con la medida, la
construccion es estatica y aproximada, como en lapiz y
papel, pero si se toma el radio colocando el nombre del
segmento, al modificar este segmento inicial la figura
cambia, obteniéndose muchos dibujos con una misma
construccion, caracteristica principal de este tipo de
software.

Para finalizar esta puesta en comun, se reflexion6 sobre
esta actividad que lleva a enunciar la propiedad de
desigualdad triangular y que es generalmente trabajada
con material concreto en las aulas, ya sea con tiras de
carton o varillas de distintos materiales, o simplemente
utilizando el compés. Se observd la ventaja de
explorarla con el software ya que algunos docentes
dijeron que muchas veces los alumnos logran construir
los tridngulos cuando la suma de dos lados es igual 0 a
veces menor (por poca diferencia) al otro lado debido a
errores en el material o en los instrumentos (mina o
mala calidad del compas, distancia de las perforaciones
de las varillas, etc.). Cuando esto ultimo ocurre, queda a
cargo del docente el enunciado de la propiedad,

Circunferencia que se obtiene al mover el



perdiéndose la posibilidad de que los alumnos la
conjeturen.

Actividad: “Construir tres segmentos a, b y h. Construir
un tridngulo de forma que los segmentos a y b que se
ven en la pantalla sean iguales a dos de sus lados vy el
segmento h sea igual a la altura sobre el lado a”.

Se analiz6 la construccion y las herramientas utilizadas
en ella y ademas la generalizacidon sobre la existencia de
triangulos que se obtengan a partir de dos lados y la
altura correspondiente a uno de ellos. Se reflexiond
acerca de los cambios observados en el tridngulo si se
modifican las longitudes de los segmentos originales a,
b y h, si desaparece de la pantalla el tridngulo en algin
momento, cuando lo hace, y por qué sucede esto.
Algunos grupos obtuvieron como respuesta un
triangulo, otros dos y sélo un grupo obtuvo los cuatro.
Se reconoci6 en este Ultimo caso que se obtienen dos
triangulos diferentes ya que los restantes son simétricos
a éstos (ver figura 6). Se reflexiond sobre las
condiciones de los segmentos dados para que exista
solo una solucién. Cuando b es igual a la altura h, se
obtiene una Unica solucién, un tridngulo rectangulo. El
triangulo desaparece cuando la altura h es mayor que el
lado b, donde se puede observar que la perpendicular es
la menor distancia entre un punto y una recta (en este
caso la que contiene al segmento a).

Actividad: “Construir un cuadrado (0 un rombo)
conociendo un lado”.

En este caso en la puesta en comun se discutié sobre
dos aspectos:

El nimero de soluciones, dado que para el cuadrado
ésta es Unica y para el rombo existen infinitas
soluciones. Se reflexiond sobre la potencialidad del
software para visualizar diversas soluciones utilizando
el modo de arrastre (ver figura 7), cuestién que con
lapiz y papel seria muy costoso. A los alumnos se
podria solicitar que indiquen los elementos adicionales
que se necesitan para obtener un Unico rombo (una
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diagonal, un &ngulo) y analizar las distintas respuestas.
Ademas, se puede reflexionar con la construccion del
software si un cuadrado es rombo o no.

Las diversas construcciones, dado que en ambos casos
se pueden utilizar distintos conceptos geométricos para
su resolucién. Por ejemplo, conceptos como
perpendicularidad, medidas, circunferencias,
movimientos, etc., que traducidos al software son
diversas herramientas de las que se dispone. Se
reflexiond también acerca de que es posible que dos
construcciones diferentes, no involucren distintos
conceptos. Por ejemplo, para construir el cuadrado dado
un lado, se pueden trazar las perpendiculares al
segmento por sus extremos y luego tomar sobre estas
perpendiculares (y en el mismo semiplano respecto de
la recta que contiene al segmento) segmentos de igual
longitud al dado utilizando circunferencias, para
finalmente unir los extremos de estos segmentos (ver
figura 8). Otra forma es realizar rotaciones con centro
en los extremos de los lados y angulo de 90°, pero estas
rotaciones implicitamente (cuando se utiliza el
software) involucran la perpendicularidad y la
congruencia de los segmentos. También se puede
utilizar, en el caso de poligonos regulares la
herramienta que tiene para tal fin GeoGebra, pero su

..I
-
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uso oculta los pasos que hay detras de ella.
Esto debe analizarse a la luz de las posibilidades o
caracteristicas del software. GeoGebra ofrece la
posibilidad de que el usuario limite las herramientas
disponibles. En ese caso, el docente puede ocultar
algunas de ellas (por ejemplo, en el caso anterior la
herramienta “Poligono regular”) para que los alumnos
se vean obligados a poner en juego determinados
conceptos.




Figura 8 I _ |

En este analisis de problemas de las instancias
presenciales, presentamos s6lo algunas de las
resoluciones y dificultades que surgieron en la
capacitacion. Como cierre de las sesiones, se retomo lo
expuesto en la presentacidn del taller sobre las posturas
tedricas pensando en el aula. Reflexionando sobre la
forma de trabajo en cada jornada, se destacaron las
actuaciones del profesor frente a estas actividades.
Entre las sefialadas por Gonzalez-Lopez (2001) en el
apartado 2, durante esta experiencia cada docente a
cargo del taller condujo hacia la abstraccion y la
generalizacion, invitd a realizar predicciones sobre
cuestiones que estaban previstas en la guia y sobre otras
que surgieron de los mismos participantes, llevd, sobre
todo en las puestas en comun, a justificar siempre lo
que se observaba en la pantalla con herramientas
tedricas y provoco la reflexion sobre el tipo o los tipos
de representacion que entran en juego. Estas
actuaciones requieren del docente un buen manejo del
software y de los conceptos geométricos que se
trabajan.
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4.2. Andlisis de los resultados obtenidos en la
actividad para la acreditacion

En la primera parte de este apartado describimos en
detalle algunos ejemplos de resoluciones de la actividad
para la acreditacion. En la segunda parte presentamos
una organizacion de las respuestas en una tabla que
resume las producciones de los docentes en esta
actividad y una descripcién general de las resoluciones.

Estudio de ejemplos

La actividad de acreditacion (incluida en la seccién 3)
consiste en el disefio por parte de los docentes de una
propuesta con el objetivo de que sus alumnos
conjeturen y prueben una propiedad geométrica.

Los docentes tienen libertad para trabajar en grupos (2 o
3 integrantes) o en forma individual. En realidad
interesa mas la produccion grupal, porque obliga a los
integrantes a confrontar ideas, pero dado que los
docentes pertenecen a distintas localidades del interior
de la provincia de Santa Fe, la exigencia de trabajar en
grupos podia resultar dificil de implementar en algunos
casos. El plazo para elaborar los trabajos fue de dos
meses, y se debia presentar un documento en Word con
la resolucion de las consignas de la actividad,
acompafiado de un disquette o cd con las
construcciones realizadas en GeoGebra. En total se
recolectaron 20 trabajos, 18 elaborados en grupos de 2
0 3 integrantes y 2 individuales.

Para el estudio de la primera consigna (“Selecciona y
enuncia una propiedad geométrica. Disefia una
actividad para que los alumnos conjeturen y prueben la
propiedad seleccionada (seguir la idea del problema
11)”) se analizaron las producciones de los docentes
completando una tabla que relne la siguiente
informacion:

- Si la actividad presentada por los docentes requiere
del uso de Geogebra durante su resolucion.

- Enunciado de la propiedad elegida.

- Si la actividad propuesta conduce o no a los alumnos a
enunciar la propiedad.

- Si la actividad conduce a conjeturar, se describe como.
De lo contrario, se indica por qué no lo hace.

- Seindica si la actividad guia a los alumnos a construir
una prueba de la propiedad..

- Si la actividad guia a una prueba, se indica como es la
prueba. Si no lo hace, se indica por qué.

Con respecto al enunciado de la propiedad, quince
grupos proponen una Unica propiedad, tres grupos
proponen mas de una (grupos 16, 17 y 19
respectivamente) y un grupo (identificado con el
ndmero 12) no cumple la consigna ya que disefia una
secuencia didactica para trabajar poligonos sin incluir
propiedades. Como consecuencia, se obtiene un total de
25 propiedades geométricas (que seran considerados los
casos de estudio).
A continuacion
resolucion.

incluimos algunos ejemplos de



Ejemplo 1 (caso 15)

partes congruentes.

las construcciones auxiliares.

Justifica

1) Propiedad geométrica: La diagonal principal del romboide es bisectriz de
los dangulos cuyos vértices une v divide perpendicularmente a la otra en

Actividad a desarrollar por los alumnos:
a) Construye un tridngulo ABC isdsceles con lados AC con gruente con BC, Oculta

b) '_l"raza la altura correspondiente al lado distinto. Nomina E al punto de
nterseccion de la altura y el lado desigual

¢) Compara los tridngulos AEC y BEC. ;Cémo resultan? ¢Por qué?

d) (Como resultan los angulos ACE y ECB? /Y los segmentos AE y EB? ;Qué
otras propiedades tiene la altura trazada?

e) Varia la posicion de A o B y verifica si lo enunciado sigue siendo vilido.

f) Traza, en color rojo, la bisectriz del angulo opuesto al lado desigual. Realiza las
modificaciones necesarias para que resulte una semirrecta. Marca D
pertencciente a ella y exterior al triangulo ABC.

g) Une D con Ay B. Compara los tridngulos AED y BED. ;Cémo resultan?

h) (Qué nombre recibe el poligono ACBD? (Por qué?

1) Reelabora los conocimientos anteriores, enuncia y demuestra la propiedad de la
diagonal principal de un romboide. (Segmento determinado por los vértices
donde concurren los lados congruentes),

i) Desplaza D e indica si lo enunciado sigue siendo valido.

k) {Cuando ACBD sc convierte en un rombo? Construye,

I) Reelabora la propiedad enunciada en el item 1)

Imagen 1: Actividad propuesta por el grupo 15

En esta propuesta, la resolucion de la actividad requiere
del uso del software. En efecto, en la consigna e) se
pide: “Varia la posicion de A o B y verifica si lo
enunciado sigue siendo valido”.

Ademés, la actividad conduce a enunciar que la
diagonal del romboide es bisectriz de los angulos cuyos
vértices une. En efecto, (en c) se debe afirmar que la
altura biseca al angulo ACB. Cuando se pide trazar la
bisectriz de este angulo (consigna f) los alumnos
observaran en la pantalla que la semirrecta trazada en
color rojo coincide con la altura trazada anteriormente.
Posteriormente se pide justificar la congruencia de los
triangulos AED y BED, que terminara por justificar el

Ejemplo 2 (caso 18)

hecho de que la bisectriz de ACB es también bisectriz
del angulo ADB.

La construccion y el andlisis también conducen a
conjeturar y a demostrar que la diagonal principal del
romboide divide a la otra perpendicularmente. Ademas,
los pasos seguidos en la construccién conducen a
elaborar la prueba de la propiedad.

Cabe observar que el objetivo de la propuesta es
trabajar una propiedad del romboide y en lugar de
iniciar el trabajo con esta figura, se inicia con el
razonamiento sobre un tridngulo isésceles. Volveremos
a esta cuestion mas adelante.

Propiedad:

irignguio,
Aetividad:

e

respectivamente,

Las medignas de pn tridugulo se cortan en un punto cuya distancia a
cada vértice es igual 0 2/3 de fa mediana correspondiente.
El punto de interseccidn de las medianas se lama baricentro del

Dibuja un tridngulo acutingulo ABC.

Marca los puntos medios : p del lado AB, g del lado BC y r del lado AC.

Traza las medianas determinadas por cada vértice y el punte medio opuesto a él.
Nombra a cada mediana como MA, MB y MC, segiin el vértice del que parten,
MNombra con @ el punto de interseccién de las medianas,

Modifica el tridngulo y analiza si el punto O permanece interior o exterior al
tridngulo, segin sea obtusdngulo o rectdngulo. ;Por qué ocurre esto?

7. Marca los puntos medios del segmento AQ y CO. Llamalos d ye

B, Marfca ¢l poligone dpqe. ;Qué figura queda determinada?
9. Modifica. Explica que acurre con la figura obtenida,

10. Mide los segmentos OC y pC. Identificalos con distintos colores.

11. Segin la propiedad enunciada: jqué relacion se puede establecer entre las dos
medidas?. ;Qué ocurre con la relacion establecida si se modifica el tridngulo?.

12, Explica la propiedad geométrica de las medianas, utilizando como herramienta,
el poligono obtenido en la construccion,

Imagen 2: Actividad propuesta por el grupo 18
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En primer lugar, de la consigna se infiere que para la
resolucién de la actividad se requiere del uso del
software, dado que aparece la palabra “modifica” en
tres oportunidades (items 6, 9 y 11 respectivamente). El
término conduce a los alumnos a la utilizacion del
modo de arrastre del software. Se ha usado porque es el
que figura en la actividad 11 de la Segunda Guia de
trabajo, que ha sido propuesto como ejemplo.

En segundo lugar, y a partir de la lectura de la
informacion que contiene la Imagen 2, suponemos que
el enunciado de la propiedad se ha presentado a los
alumnos (posiblemente, los docentes estdn pensando en
entregar a los alumnos este enunciado seguido de las
consignas que figuran numeradas de 1 a 12 que deben
resolver). En la consigna 10 se pide medir los
segmentos OC y pC y en la siguiente se afirma: “Segin
la propiedad enunciada: ¢qué relacion se puede
establecer entre las dos medidas? ;Qué ocurre con la
relacién establecida si se modifica el triangulo?” Esto
hace suponer que los alumnos deben limitarse a
verificar la relacion, no a enunciarla. Se recurre al modo
de arrastre del software, que permitird a los alumnos
comprobar que la razén entre OC y pC no depende del
triangulo construido, puesto que se mantendra constante
para cualquier tridngulo ain cambiando las longitudes
de los segmentos.

Consideramos que modificando brevemente la consigna
se darfa a los alumnos la posibilidad de establecer por si
mismos la conjetura. La ventana de algebra se podria
aprovechar para ello, dado que permite observar que la
razon entre las cantidades de longitud de los segmentos
es invariante.

En la figura 9 se incluye un ejemplo de dibujo que
podrian construir los alumnos durante la resolucion de
la actividad.

Figura 9

Si pasamos ahora al analisis de la posibilidad de
demostracion de la propiedad, cabe observar que la
construccion sugerida abre una posible via para
realizarla. En efecto, se pide la construccién del
cuadrilatero dpge®, y se pregunta acerca de qué tipo de
figura resulta. La respuesta podria obtenerse a partir de

8 Algunos textos de geometria como por ejemplo Puig Adam
(1980) propone la demostracion de la propiedad a partir de la
consideracion de este cuadrilatero.
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la observacion de la pantalla o de la comprobacion
mediante la herramienta “Relaciones entre dos objetos”
incluida en el meni de GeoGebra. Se trata de la opcién
que se representa mediante el icono siguiente:

2
a=h
Como se puede inferir del icono, esta herramienta
permite comparar dos objetos (aunque no sean de la
misma naturaleza) y da como respuesta el tipo de
relacién que existe entre ellos. Por ejemplo, indica si
estos objetos son paralelos, perpendiculares, si se
intersecan, o si son iguales. En este caso, se pueden
comparar los lados opuestos del cuadrildtero mediante
esta opcidn, y la respuesta del software serd una frase
como la siguiente:

Segmento p_1 v Segmento e_1: desigual
Longitud: Segmento p_1 ¥ Seamenta e_1: igual

En la respuesta se observa que los segmentos p_1 (de
extremos p y q) y e 1 (de extremos d y €) no son
iguales (no se trata del mismo segmento) pero tienen la
misma longitud. Una respuesta similar se obtiene si se
comparan los otros dos lados del cuadrilatero.

De cualquier modo, tanto si se llega a la conclusion de
que el cuadrildtero es un paralelogramo por la
observacion de la figura en la pantalla, como si se usa la
opcion “Relaciones entre dos objetos”, se trataria de
hechos  observados que quedarian sin  su
correspondiente justificacion. Volveremos sobre esta
cuestion mas adelante.

Una vez comprobado que se trata de un paralelogramo,
entonces se puede concluir que dado que las diagonales
de esta figura se cortan en el punto medio, y que por
construccion e es punto medio de OC, los puntos O y e
trisecan al segmento MC. Por tanto OC = 2 pO.

Como consecuencia de este analisis, respecto del
pedido de generar una actividad para que los alumnos
‘prueben’ la propiedad, se ha considerado en este caso
que en la consigna se sugieren construcciones auxiliares
con el software que permitirian elaborar una prueba.
Queda a cargo del alumno organizar la cadena de
afirmaciones, aunque se incluye en la consigna la
sugerencia de tomar en cuenta el paralelogramo.
Quedaria por justificar desde el punto de vista
geométrico por qué la figura es un paralelogramo®. Una
leve modificacion de la consigna podria salvar ese
problema®. Cabe mencionar que entre los
conocimientos previos las docentes han incluido las
propiedades de la base media de un triangulo.

Otra cuestion a considerar en esta resolucion es que en
la actividad no se pone en duda el hecho de que las tres
medianas se intersecan en el mismo punto O. Esto se
retomara més adelante.

® El hecho de que los segmentos pq y de son paralelos y
congruentes podria justificarse indicando que constituyen
bases medias de los tridngulos ABC y AOC (respectivamente)
respecto del lado comin AC de estos tridngulos.

10 Se podria agregar en la consigna 8 el pedido de una prueba
de que la figura es un paralelogramo. Incluso se podria
proponer como sugerencia la consideracion de los triangulos
ABC y AOC.



Concluyendo: la resolucién de la actividad requiere el
uso del software, la consigna no guia a los alumnos a
conjeturar la propiedad dado que la propiedad queda

Ejemplo 3 (caso 13)

enunciada en la consigna y propone sugerencias para
demostrarla (aunque quedarian algunos pasos por
demostrar).

en su punto medio.
paralelogramo™.
Actividad:

d

=

entre ambas

L)
]

—
i

C

1) Propiedad seleccionada: “Las diagonales de un paralelogramo se cortan
Este punto es centro de simetria

= H
Dados dos lados A y B, y una diagonal C, construye un paralelogramo
abcd. Luego traza la otra diagonal ac, llama o al punto de interseccion

b- Traza los puntos medios de ambas diagonales, describe lo que ves.
Efectua una simetria central de centro o y describe lo que sucede.
Reflexiona sobre lo realizado anteriormente y deduce una propiedad de
las diagonales del paralelogramo. Demuéstrala.

del

Imagen 3: Actividad propuesta por el grupo 13

En este caso, la resolucion del item a) de la actividad
exige de parte de los alumnos:

- La construccidn de un triangulo conocidos los tres

lados.

- El uso de la definicién de paralelogramo como

cuadrilatero que posee los lados opuestos paralelos.

La conjetura de la propiedad se alcanza a partir de la
observacidn de los siguientes hechos:

- El punto medio de cada diagonal coincide con
el punto de interseccion de las diagonales (que
ha sido denominado ‘0”).

- La simetria central respecto de o transforma
cada vértice en su vértice opuesto (y/o cada
lado del paralelogramo en su opuesto).

Estos hechos conducen a enunciar la propiedad que se
espera que los alumnos conjeturen (en el item d) de la
consigna). Interesa reflexionar acerca de como se llega
aello.

En primer lugar, cabe observar que en ningiin momento
se alude en la consigna al uso del software. Por tanto,
esta actividad podria resolverse utilizando l&piz y papel.
No obstante, en el andlisis que sigue supondremos que
la actividad se resuelve con GeoGebra.

Cuando se pide la determinacion del punto medio de
una de las diagonales, los alumnos observaran en la
pantalla que cambia el simbolo usado como nombre del
punto o (que habia sido expresamente denominado con
ese nombre). Es el Gnico cambio que se produce en la
pantalla. No se reemplaza una letra por otra, sino que el
nuevo nombre (supongamos, ‘E’, que es generado
automaticamente por el software) se escribe sobre el
nombre anterior. De modo que es muy probable que
resulte un simbolo que sea imposible de identificar con
una letra del abecedario. Cuando se pide el punto medio
de la otra diagonal, el software vuelve a escribir una
nueva letra encima, cambiando el simbolo que
identifica al punto. GeoGebra denomina los objetos que
crea de modo automatico, siguiendo el orden de las
letras del alfabeto, y en este caso, el punto de
interseccion de las diagonales fue denominado con un
nombre, y posteriormente los puntos medios con otros
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distintos. Segun la actividad propuesta por los docentes,
la conclusion de que el punto de interseccion de las
diagonales coincide con los dos puntos medios se
obtiene a partir de este hecho, y de la observacion de
que no se ha marcado sobre las diagonales ningun otro
punto. Se trata, entonces, de expresar una serie de
hechos observados sobre la pantalla.

En definitiva, los alumnos observaran hechos en la
pantalla (el punto de interseccién coincide con los
puntos medios de las diagonales), aunque desconozcan
los fendmenos por los cuales ocurren. Balacheff (2000,
p. 103) afirma que el paso de la pantalla del ordenador a
las matematicas constituye un proceso de modelizacion.
Parafraseando a este autor, podemos afirmar que la
interseccion de las diagonales en su punto medio “es un
resultado del modelo geométrico implementado y que le
permite mantener la coherencia y las limitaciones de
una construccion dada, a la vez que permite la
manipulacién directa de los objetos libres. El usuario
traduce dinamicamente [esta propiedad] debido al
hecho de la [coincidencia del punto de interseccion de
las diagonales con sus respectivos puntos medios] en la
interface. El usuario debe reconstruir el significado de
este hecho a partir del conocimiento que posee, pero
este significado no es en absoluto un significado dado”.
Una forma de comprobar que los puntos medios de las
diagonales coinciden con la interseccion de éstas es
mediante el uso de la herramienta “Relaciones entre dos
objetos” de GeoGebra. En este ejemplo, si se
seleccionan los distintos nombres del punto en cuestion,
saldra en la pantalla un mensaje que afirma que son
iguales: “Punto o y Punto E: igual”. Cabe aclarar que se
pueden comparar s6lo dos objetos a la vez. El uso de
esta opcion daria a los alumnos una certeza que
descansaria aun en las posibilidades del software,
aunque las razones del hecho quedarian adn por
investigar.

Para terminar con el andlisis del caso 11, observemos
que no se dan instrucciones en la consigna que generen
un andlisis que conduzca a la demostracion de la
propiedad. En el dltimo item s6lo se pide la
demostracion.



Concluyendo, se trata de un caso que los alumnos
pueden resolver sin recurrir al software, pueden
conjeturar la propiedad apoyandose en algunos hechos

Ejemplo 4 (caso 1)

observados en la pantalla y no guia a obtener una
prueba. Se pide una justificacion de los hechos aunque
ésta se deja totalmente a cargo de los alumnos.

Propiedad seleccionada:

sSumaa

[\
ol

1

|
4

Actividad
b) Ubique su centro de simetria 0.
llamelo p. Traza el segmento mp.

los lados B, .*";
e) Deduce que Bﬂ. I AD

bases del mismo.

La base media de un trapecio cs paralela a las bases del mismo e igual a la mitad de su

a) Construya un paralelogramo A;B,A:B:
¢) Construya el punto medio de A|B- llamelo m y trace su simétrico respecto de o,

d) Construye un segmento que no sea paralelo al lado A,B,, con sus extremos en
y A;B: v que pase por o, llamalo CD.

f) Inficre de las construcciones y afirmaciones anteriores que ABCD es trapecio
g} Demuesire que mo es base media del trapecio A;B;CD y su relacion con las

Imagen 4: Actividad propuesta por el grupo 1

En esta propuesta se presenta nuevamente la posibilidad
de que los alumnos resuelvan las actividades sin
recurrir al software, dado que todas las tareas incluidas
en la consigna pueden llevarse a cabo sobre un papel
con regla y compas.

Durante la resolucion de la actividad es posible que los
alumnos conjeturen o no la propiedad. En efecto, una
vez que se ha construido el trapecio se pide demostrar
la relacién entre su base media y las restantes bases.
Los alumnos pueden realizar varias afirmaciones, entre
ellas la propiedad enunciada. Sin embargo, pueden
enunciar otras relaciones, como por ejemplo, que la
base media es menor que una base y mayor que la otra
(enlafigura 10: A;D < mo < B;C).

B1 c AZ

P
.:"
F 4
m P
/
J Figura 10
Al D B2

Entre las particularidades de la consigna, figura el
hecho de que se propone iniciar la construccion a partir
de un paralelogramo y no de un trapecio. El objetivo es
trabajar una propiedad del trapecio. En lugar de iniciar
la propuesta con esta figura, se inicia con el
razonamiento sobre un paralelogramo. Algo similar
ocurre en el ejemplo 1, donde se inicia el razonamiento
sobre un triangulo isésceles para trabajar una propiedad
del romboide.

En matematica un razonamiento directo supone
comenzar por lo datos conocidos (que vienen a ocupar
el lugar de las hipotesis) para alcanzar, a partir de
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inferencias validas utilizando propiedades ya conocidas
y los datos iniciales, el resultado o propiedad que se
desea probar (la tesis). Si el objetivo es justificar las
propiedades de conceptos geométricos, y de alguna
manera iniciar a los alumnos en actividades propias del
quehacer matematico, no parece conveniente empezar
con el paralelogramo para alcanzar una propiedad del
trapecio. En el parrafo siguiente presentamos una
posible razon que puede haber llevado a los docentes a
esta decision.

En la consigna no se guia al alumno para que demuestre
la propiedad. No obstante, podria ocurrir que se
comience a trabajar con un paralelogramo con la
intencion de que los alumnos usen luego las
propiedades de esta figura para elaborar una prueba de
la propiedad (en caso de que la hubiesen enunciado). En
efecto, si se considera por ejemplo la congruencia de
los segmentos A;B, y B1A; junto con el hecho de que o
es centro de simetria de la figura, se puede afirmar que
AyD es congruente con CA,. Luego se puede reconocer
que la suma de las longitudes de A;D y B;C equivale a
la longitud de A;B,. Esto permitiria afirmar que la base
media del trapecio (que es la mitad de A;B,) es igual a
la semisuma de sus bases. Una modificacion en la
consigna hubiese dado lugar a que los alumnos intenten
justificar la propiedad mediante el uso del
paralelogramo.

Para resumir este ejemplo, consideramos que su
resolucién no requiere del uso de un sistema de
geometria dinamica y puede o no conducir al enunciado
de la propiedad. En esta propuesta se pide la prueba de
la propiedad (suponiendo que los alumnos logren
enunciarla) y se considera ademas que se proponen
construcciones auxiliares que pueden utilizarse en la
prueba, aunque en la consigna no se sugiera su uso. En
efecto, en la resolucion de la consigna (pedida en el



punto 4 de la actividad de acreditacion) se utiliza el
hecho de que A;B1A;B; es un paralelogramo y que el
punto de interseccion de las diagonales es centro de
simetria de la figura (propiedad mencionada por los
docentes entre los contenidos previos, segin lo
solicitado en el punto 2 de la actividad de acreditacion).

Resumen de las producciones
En la tabla 1 resumimos las respuestas considerando en
total 25 propiedades (dado que algunos grupos
proponen méas de una actividad). La tabla se elabora a
partir de las siguientes preguntas:
1- ¢Se requiere 0 no el uso del software para la
resolucion de la actividad?

2- ¢La actividad conduce a conjeturar la
propiedad?

3- ¢Sesolicita una prueba de la propiedad?

4- En caso afirmativo, ¢se ofrece ayuda para el

desarrollo de la prueba?

En la dltima columna se incluyen las 25 propiedades,
distribuidas a partir del andlisis realizado segun las
cuatro preguntas anteriores. En las propuestas 16, 17 y
19, en lugar de trabajar una sola propiedad geométrica,
se incluyen 3 propiedades. (Por esta razon resultan
identificadas con dos nimeros separados por un punto,
como por ejemplo 16.1, 16.2 y 16.3). Los nimeros
sefialados en rojo en la dltima columna coinciden con
los casos estudiados en la primera parte del presente
apartado.

Pide Conayuda | 2,3,4,15
Si prueba Sin ayuda 7
No pide prueba 16.1,17.1,
172,173
SI | ¢Conduce a Pide Con ayuda
. " , prueba Sinayuda | 6,14
conjeturar: SI/NO No pide prueba 162,16.3
Queda Pide prueba | Con 18,20
(LA NO enunciada ayuda
RESOLUCION coennsilgna Sinayuda | 11
REQUIERE DEL No pide prueba
USO DEL Pide Con ayuda
SOFTWARE? si prueba Sin ayuda 13
No pide prueba
Pide Conayuda | 1
NO | ¢Conduce a Si/NO prueba Sinayuda | 5
conjeturar? No pide prueba
Queda Pide prueba | Con 8,10
enunciada ayuda
NO enla Sinayuda | 9,19.1,
consigna 19.2,19.3
No pide prueba

Tabla 1. Resumen de respuestas de la actividad de acreditacion

En primer lugar se observa que en 16 casos se requiere del
uso del software para resolver la actividad (64% del total).
Entre los 9 casos que no se requiere, esta incluido uno en el
que el uso del mismo se limita a cambiar el aspecto de la
construccion realizada (cambiar el color o el grosor de un
objeto, por ejemplo).

Se observa que en sdlo 10 casos (alrededor del 40% del
total) los alumnos deben enunciar la propiedad luego de
realizar una serie de tareas que lo conducen a ello. Entre
estos casos se incluye uno (caso 3) donde los alumnos
deben enunciar una parte de la propiedad (se trata de
afirmar que la distancia del baricentro del triangulo a cada
vértice es igual a 2/3 de la longitud de la mediana
correspondiente; la existencia del baricentro no se
cuestiona). En seis casos (24%) la resolucion de la
actividad puede o no conducir al enunciado de la
propiedad. Se trata de situaciones donde se pide a los
alumnos expresar relaciones observadas que darian lugar a
enunciar la propiedad, aunque también podrian enunciar
otras relaciones. Los casos en que los alumnos no deben
enunciar la propiedad (el 36%) se deben a que la propiedad
queda enunciada en la consigna.

REIEC Afio 3 Nro. 1

48

Cabe reflexionar sobre estos resultados, a la luz de algunas
afirmaciones incluidas en el apartado 2. Se ha indicado que
el uso de un entorno informéatico modifica el tipo de
matematicas que se quiere ensefiar, el tipo de problemas y
las estrategias didacticas (Balacheff, 2000). La actividad se
plantea con el objetivo de que los docentes generen una
propuesta que permita aprovechar las posibilidades que
brinda el software de conjeturar propiedades, dado que el
desplazamiento de las figuras posibilita examinar (por
ejemplo) algunas relaciones que son mas dificiles de
comprobar en ldpiz y papel. Sin embargo, de 26
propiedades planteadas s6lo 10 cumplen con la consigna de
que a partir de su resolucién los alumnos conjeturen una
propiedad. Esto pone de manifiesto que se trata de una
cuestion sobre la que debe hacerse hincapié en una
propuesta de capacitacion, es decir, reflexionar sobre el
tipo de actividades que permitiran aprovechar las
posibilidades que ofrece un software de geometria
dindmica.

A continuacion describimos el andlisis acerca de si las
actividades propuestas por los docentes conducen o no a la
demostracion de las propiedades geométricas abordadas.
Los resultados obtenidos son los siguientes:



- Se solicita la prueba de la propiedad en 19 casos
(el 76%). En diez casos se pide demostrar sin
ninguna sugerencia 0 ayuda y en los nueve
restantes se ofrece una ayuda que permitiria
justificar la propiedad. Cabe destacar que el tipo
de ayuda ofrecido es variado. En algunos casos, se
propone una especie de ‘guia de estudio’, donde
los alumnos deben ir completando espacios en
blanco hasta llegar a la prueba. En otros casos, se
ofrecen construcciones auxiliares que conducen a
observar relaciones geométricas que enlazadas
coherentemente  permitirian  justificar  los
resultados. En estos Gltimos casos, el grado de
autonomia del alumno es variado.

- No se solicita la prueba de la propiedad en los seis
casos restantes. En éstos, la actividad tiene como
meta la conjetura de las propiedades (16.1, 16.2,
16.3, 17.1, 17.2, 17.3)  Unicamente,
consiguiéndolo con mayor o menor éxito.

Otras cuestiones que se analizan, que estan relacionadas
con las consignas 2 y 4 de la actividad de acreditacion, son
las siguientes:
- Coherencia entre las propiedades y conceptos
previos seleccionados con la propiedad elegida.
- Descripcion de la prueba incluida en la resolucion
del punto 4 de la consigna indicando: idea usada,
su pertinencia, coherencia con los conceptos y
propiedades previas usadas.
- Descripcién de errores, cuestiones incompletas,
vocabulario impreciso, etc.
Con respecto a la primera cuestion, se ha observado en la
mayoria de las propuestas una coherencia entre las
propiedades y conceptos previos enunciados con las
actividades que los alumnos posteriormente tendran que
resolver. En cuanto a la descripcién de la prueba, escapa a
los objetivos de este trabajo. Finalmente, interesa
reflexionar sobre algunos errores observados en las
propuestas de los docentes que tienen que ver con las
caracteristicas del software usado.
Cuando se contaron los casos en que la consigna permite
conjeturar la propiedad o demostrarla, se observaron
algunos en que se conjetura o demuestra solo una parte de
la propiedad. Para entender estos casos, conviene enunciar
la propiedad en que se observa esta particularidad:
- “Las medianas de un triangulo se cortan en un
punto cuya distancia a cada vértice es igual a 2/3
de la mediana correspondiente” (casos 3 y 18).
Llama la atencién que los grupos que trabajaron sobre esta
propiedad no se proponen demostrar la existencia del punto
de interseccion de las medianas. El hecho de que las
medianas se cortan en un punto se acepta ‘naturalmente’.
En este caso, la evidencia perceptual de que efectivamente
se cortan es tan fuerte que no se observa la necesidad de
probarlo. Si bien esto puede ocurrir en un entorno de lapiz
y papel, el uso de un software de geometria dinamica
podria agudizar este problema.
Por ejemplo, uno de los grupos se limita a indicar en la
consigna: “Nombra con O el punto de interseccion de las
medianas” (ver imagen 2). Si bien dos medianas van a
cortarse™’, el hecho de que la tercera corta a éstas en el

11 pyede demostrarse que dos medianas de un triangulo no
pueden ser paralelas entre si.
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mismo punto deberia justificarse. Esto se ha anticipado en
el apartado 2, cuando se indica que el estudiante y el
profesor comparten hechos durante la lectura de la pantalla,
aunque las razones de estos hechos las conoce solo el
profesor. En este caso, se desliza la dificultad en la misma
consigna elaborada por los profesores, que desestiman la
necesidad de demostrar un hecho observado en la pantalla.
De Villiers (2007) ha observado un error similar en las
demostraciones de estudiantes de la propiedad de que los
bisectores de un triangulo se intersecan en un punto y
afirma que se trata de un error estimulado por la precision
del software.

REFLEXIONES FINALES

La propuesta de capacitacion no s6lo ha perseguido la
familiarizacion de los docentes con el software. Ha
propiciado ademas la oportunidad de retomar el estudio de
la geometria y fundamentalmente ha puesto al descubierto
el hecho de que la introduccion de este tipo de software en
su practica diaria requiere de una formacién en todos los
aspectos relacionados con los cambios que su uso ocasiona.
Segln Balacheff (2000, p. 107), la representacion dinamica
que exhiben y la autonomia de accidn son caracteristicas
que “probablemente cambiaran las relaciones entre el
aprendiz y su entorno simbdlico, pero también las
relaciones entre el profesor y su entorno de trabajo”. Estas
cuestiones deberan ser tenidas en cuenta en la formacion
inicial y continua de los profesores.

El uso del software lo pensamos para experimentar con
temas geométricos de la misma manera que se
experimentan temas aritméticos con una calculadora.
Podemos utilizar las herramientas de Geogebra para
realizar una “justificacion pragmatica”, es decir, basada en
el uso de ejemplos o sobre acciones o actuaciones. Si bien
estas justificaciones preparan el camino para un abordaje
formal de las demostraciones para niveles superiores de
pensamiento geométrico, un objetivo del docente debe ser
el de promover una “justificacion conceptual”, basada en
formulaciones de propiedades y de relaciones entre
propiedades. El software lo imaginamos como un cuaderno
interactivo, donde a partir de las construcciones simples, se
puedan elaborar construcciones complejas, revisandolas,
reproduciendo sus pasos, modificando las representaciones
y pudiendo reconocer generalizaciones y conjeturas, que
luego se deberan justificar a través de conceptos y
propiedades.
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