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Resumen

El trabajo que aqui se presenta consiste en una sintesis de la investigacion realizada en torno a la
tesis doctoral “Conocimiento Matemético para la Ensefianza de la geometria analitica. El caso del
Profesorado en Matematica de la Universidad Nacional de Rosario” (Argentina). La misma se
propone caracterizar la configuracion de dicho conocimiento a través de la carrera y sugerir
consecuentemente algunas lineas de accion. Tiene un enfoque eminentemente cualitativo y alcance
descriptivo. Es de tipo empirica y transversal, con disefio de estudio de caso. Los resultados revelan
indicios de activacion de distintos dominios del Conocimiento Matematico para la Ensefianza de la
geometria analitica, destacandose la centralidad de algunos de ellos. Asimismo, se devela cémo,
gradualmente durante la formacidn, algunos aspectos de este conocimiento se van robusteciendo
desde la accion intencionada.

Palabras clave: Formacion de profesores, Conocimiento matematico, Ensefianza, Geometria analitica.

Mathematical knowledge for the teaching of analytical geometry in future
teachers

The work presented here consists of a synthesis of the research carried out around the doctoral thesis
“Mathematical Knowledge for the Teaching of analytical geometry. The case of the Mathematics
Teacher career of the National University of Rosario” (Argentina). It aims to characterize the
configuration of this knowledge throughout the career and consequently suggest some lines of action.
It has an eminently qualitative approach and descriptive scope. It is empirical and transversal, with a
case study design. The results reveal clues of activation of different domains of Mathematical
Knowledge for the Teaching of analytical geometry, highlighting the centrality of some of them.
Likewise, it is revealed how, gradually during training, some aspects of this knowledge are
strengthened from the intended action.

Keywords: Teachers’ training, Mathematical Knowledge, Teaching, Analytical Geometry

Connaissances mathématiques pour I'enseignement de la géométrie analytique
dans les futurs professeurs

Résumé

Le travail présenté ici consiste en une synthése des recherches menées autour de la thése de doctorat
"Connaissances mathématiques pour l'enseignement de la géométrie analytique. Le cas des
étudiants de la de la carriere de Professeurs de Mathématiques de la Université Nationale de
Rosario" (Argentine). Elle vise & caractériser la configuration de ces connaissances tout au long de
la carriere et propose donc quelques pistes d'action. Elle a un objectif éminemment qualitatif et une
portée descriptive. Elle est de type empirique et transversal, avec un plan d'étude de cas. Les
résultats révelent des signes d'activation de différents domaines de connaissances mathématiques
pour I'enseignement de la géométrie analytique, soulignant la centralité de certains d'entre eux. De
méme, il est révélé comment progressivement, au cours de la formation, certains aspects de ces
connaissances sont renforcés a partir de I'action intentionnelle.
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1. INTRODUCCION

Hacia fines de la década de 1980 se renueva la
trascendencia de la geometria para el curriculum de
Matematica, después de haber estado postergada debido a la
influencia del movimiento de la Matemética Moderna.
Desde entonces, diversos documentos de eventos y
asociaciones internacionales sefialan la importancia de la
incorporacion de la geometria en todos los niveles escolares,
destacando su aporte a la interpretacion de fendmenos reales
asi como a la comprension matematica (Atiyah, 1977,
Blanco y Barrantes, 2003; National Council of Teachers of
Mathematics, 2007; Carrefio y Climent, 2019).

Diversos autores amplian las razones que refuerzan la
importancia de la incorporacion de la geometria en el
curriculum escolar; permite desarrollar la capacidad de
visualizar (Jones, 2002), fomenta la produccion de
conjeturas y el razonamiento deductivo a través de la
resolucién de problemas en variados contextos (Jones,
Fujita y Ding, 2006) y promueve la transferencia de
habilidades a otras &reas del conocimiento matematico
(Pinto-Leivas, 2011).

Sin embargo, algunas investigaciones han indicado la
ausencia o superficialidad en el abordaje de contenidos
geométricos (Ponte, Matos y Abrantes, 1998; Crescenti,
2008; Corica y Marin, 2014; Gaita-Iparraguirre, 2015), con
énfasis en lo algebraico, sin vinculacion o
complementariedad entre la geometria de las formas -
sintética- y la de coordenadas -analitica-. Este hecho se
evidencia tanto en el nivel secundario (Gascén, 2002;
Ancochea, 2011) como en la formacién de profesores
(Henriquez y Montoya, 2015). Saorin-Villa, Torregrosa-
Gironés y Quesada-Villela (2019) asocian algunas
dificultades en la resolucién de problemas geométricos a la
independencia que adquiere el trabajo en el registro
algebraico con respecto al geométrico, lo que lleva a
soluciones que no son necesariamente validas en el contexto
geométrico inicial. Valencia (1990) y Regner y Rodriguez
(2016) agregan que, como consecuencia de esta
fragmentacion, los estudiantes no logran dilucidar que la
geometria analitica es geometria euclidiana, motivo por el
que no llegan a adquirir una idea de sus alcances y
limitaciones.

En este sentido, Jones (2000) reconoce que la mayoria de
los profesores no estan formados ni disciplinarmente ni
pedagdgicamente en geometria. Asimismo, Lorenzato
(1995, citado en Crescenti, 2008) relaciona el modo en que
la geometria se ensefia en las escuelas con la escasa
profundidad que se da a su tratamiento en la formacion de
profesores.

En la escolaridad secundaria en Argentina, la geometria
tiene presencia obligatoria en todos los afios (Argentina.
Consejo Federal de Educacién, 2011, 2012). Por tal motivo,
resulta relevante preguntarse como este hecho es concebido
desde la formacion de profesores en este pais. El esquema
que se mantiene actualmente en los disefios curriculares
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plantea la incorporaciéon de la geometria sintética en los
primeros afios de la escolaridad secundaria y de la geometria
analitica en los ultimos (con algunos indicios de
representaciones en ejes cartesianos en los primeros afios),
en similitud con lo que se observa en los disefios
curriculares en Espafia. Este hecho, segln sefiala Gascon
(2002, 2003) se sustenta en acuerdos alcanzados por grandes
matematicos a comienzos del siglo XX que no han sido
solidamente fundados, acentuandose la problematica en la
formacién de profesores.

Es asi que surge como un espacio propicio de indagacion la
formacion de profesores orientada a la integracion de los
aportes de las distintas ramas de la Matemdtica que dieron
lugar al surgimiento de la geometria analitica y a un trabajo
consistente en la construccion de los significados desde los
distintos registros de representacion que constituyen su
propia génesis.

En efecto, De Villiers (1997) ha solicitado cambios
importantes en los programas de formacion de profesores
sosteniendo que incluso los profesores “cualificados” en
Matematica de secundaria apenas conocen mas geometria
que sus alumnos. Atender a esta cuestion reviste un caracter
de urgencia, en tanto el tipo de experiencias formativas por
las cuales transita un futuro profesor es determinante para su
desempefio profesional.

En este sentido, un espacio propicio de indagacion lo
constituye la formacion inicial de profesores en Matematica.
Més aun, dada la importancia para la formacion de los
modelos docentes vividos (Santald, 1999), resulta de interés
conocer como se van cimentando las bases de toda una rama
de la Matemética tan trascendente, como es la geometria
analitica, en estudiantes que proyectan ser profesores.

Interesados en develar qué es lo que el docente pone en
juego en su préactica aulica, el grupo Michigan liderado por
Ball ha venido realizando estudios empiricos en los que se
pone en evidencia la conjuncién de distintos cuerpos de
conocimiento de interés para la ensefianza de la Matematica
y han estado analizando desde hace méas de dos décadas los
tipos de conocimiento que se requieren para la ensefianza de
la Matemética (Ball, 1999).

Puntualmente se procura caracterizar la configuracion del
Conocimiento Matematico para la Ensefianza (MKT, por
sus siglas en inglés, Ball, Thames y Phelps, 2008) de la
geometria analitica en el Profesorado en Matemaética (PM)
de la Universidad Nacional de Rosario (UNR, Argentina) y
delinear algunas acciones que propendan al fortalecimiento
de tal formacién. Especificamente se indaga:

e ¢CoOmo se produce el inicio de la construccion del MKT
de la geometria analitica en las practicas especificas
donde se sientan las bases de dicha rama de la
Matematica en el PM de la UNR?

o ¢De qué manera se profundiza el proceso de dicha
construccién  desde  espacios  curriculares  que
problematizan las practicas de ensefianza?
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Para aproximar respuestas a ello, este articulo sintetiza la
contribucion de la tesis “Conocimiento Matematico para la
Ensefianza de la geometria analitica. EI caso del
Profesorado en Matematica de la Universidad Nacional de
Rosario” del Doctorado en Ensefianza de las Ciencias
mencion Matemética (Universidad Nacional del Centro de
la  Provincia de Buenos Aires, Argentina). En
correspondencia con los interrogantes delimitados, los
objetivos especificos de la tesis han sido:

« Describir las condiciones institucionales, en términos de
practicas de la ensefianza, en que se inicia la
construccion del MKT de la geometria analitica en
futuros profesores en Matematica.

o Indagar acerca de la configuracion del MKT de la
geometria analitica en estudiantes avanzados del PM.

2. ESTADO DEL ARTE

Muchos estudios se han realizado con la intencion de
caracterizar un tipo especial de conocimiento requerido para
la ensefianza, desde la introduccién por Shulman (1986) de
la nocién de Conocimiento Pedagdgico del Contenido
(PCK, por sus siglas en inglés). Resulta evidente la
importancia del dominio del profesor sobre los contenidos
que ensefia. Nadie puede ensefiar o que no sabe bien. Sin
embargo, no es evidente cdmo caracterizar este dominio
atendiendo a las necesidades especificas de su ensefianza
(Ponte, 2014; Chapman, 2015), en particular de la geometria
(Sgreccia y Massa, 2012).

Varios modelos se han propuesto para describir el
conocimiento matematico para la ensefianza. Algunos de
ellos son: Proficiencia en la Matematica escolar (Schoenfeld
y Kilpatrick, 2008), Cuarteto Matematico (Rowland, 2008);
Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas
(MTSK, Mufoz Catalan, Contreras, Carrillo, Rojas, Montes
y Climent, 2015); Idoneidad Didactica (Godino, 2009);
Conocimiento Matemdtico para la Ensefianza (Ball et al.,
2008). Sustentados en estos modelos, se han realizado
diversos estudios focalizdndose en algunos dominios o
componentes del conocimiento del profesor para la
ensefianza de contenidos matematicos diversos a nivel
secundario o de bachillerato (Sosa y Carrillo, 2010; Rojas,
Flores y Carrillo, 2013; Espinoza-Vazquez, Zakaryan y
Carrillo, 2018; Vasco y Climent, 2018) y también el nivel
primario (Ball y Bass, 2003; Ball et al., 2005; Hill, Rowan y
Ball, 2005; Ball et al., 2008; Hill et al., 2008; Taylan y
Ponte; 2016; Zarkayan et al., 2018). Algunos de ellos se han
centrado en la ensefianza de la geometria (de Gamboa,
Badillo y Ribeiro, 2015; Herndndez y Lizarde, 2015;
Carrefio y Climent, 2019), incluso focalizandose es aspectos
especificos de su génesis como lo son los registros de
representacion semidtica (Dallemolle, Oliveira Groenwald y
Moreno Ruiz, 2014) y la complementariedad/articulacion
entre enfoques -sintético y analitico- en su ensefianza
(Gascon, 2002, 2003; Regner y Rodriguez, 2016).

Asimismo, son escasos los estudios que centran su
indagacion en el conocimiento requerido para la ensefianza
de la geometria, particularmente en la fase de inicio de su
construccién, en la formacion inicial o en sus practicas
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como ndveles (Sgreccia y Massa, 2012; Henriquez y
Montoya, 2015; Autor 1 y Autor 2, 2017; Schaefer y
Sgreccia, 2019).

Si bien a partir de estos estudios se ha indagado en torno a la
tematica de interés, el desafio persiste en cuanto a que no
estd delimitado con absoluta claridad qué es lo que debe
saber un profesor en Matematica para poder impartir una
ensefianza de calidad. En una conferencia central del XIII
International Congress on Mathematical Education, Ball
(2017) sugiere que lo que se necesita es mas claridad acerca
de lo que se conoce y lo que se hace con la Matematica al
interior del trabajo matematico de ensefiar. Es por ello que,
en este estudio, se intenta realizar una aproximacion a ese
conocimiento desde la observacion de practicas reales en
torno a la geometria analitica en las clases de formacién de
profesores, donde dicho conocimiento se esta gestando para
luego ser puesto en accidn. Particularizando la mirada en la
formacion que se ofrece en el PM, esto permitira describir
los matices especificos que adquiere la configuracién de tal
conocimiento en los futuros profesores.

3. MARCO TEORICO

Las investigaciones impulsadas desde mediados de la
década de 1980 han intentado dilucidar la existencia de un
tipo especial de conocimiento requerido para la ensefianza.
Shulman (1986) es el primero en reconocer una especie de
amalgama entre materia y pedagogia que no estaba siendo
considerada, a la que denominé Conocimiento Pedagogico
del Contenido (PCK). Sostiene que la clave del
conocimiento de un profesor esta en la interseccion entre la
materia y la didactica, que se traduce en la habilidad para
transformar el contenido a la diversidad de estudiantes
(Shulman, 2005).

Reorientando esta linea de investigacion iniciada por
Shulman, el grupo de investigadores de la Universidad de
Michigan se ha centrado en la indagacion de lo que abarca
tal conocimiento para la ensefianza de la Matemaética. Ball
(1999) retomé el concepto de PCK introducido por Shulman
seflalando que la ensefianza de la Matematica entrelaza
aspectos de la ensefianza y del aprendizaje con el contenido,
por lo que requiere un tipo Gnico de entendimiento propio
de la esfera del profesor atravesada por una componente
esencialmente matematica, un tipo de conocimiento
adicional (Hill y Ball, 2004; Ball, Hill y Bass, 2005). De
una larga trayectoria en investigaciones especializadas en el
tema deriva la propuesta del modelo MKT. Parte del valor
que se atribuye a esta nocion se basa en el hecho de que “es
un modo de construir puentes entre el mundo académico de
conocimiento disciplinario y el mundo préctico de la
ensefianza” (Ball et al., 2008, p.398). Proponen, asi, un
conjunto de seis dominios que constituyen el MKT (Fig. 1)
agrupados en dos grandes campos: conocimiento de la
materia y PCK.

Por un lado, el conocimiento comdn del contenido (CCK)
engloba un tipo de conocimiento que es utilizado en
distintos &mbitos profesionales y cientificos que se valen de
la Matematica. Se pone en juego este tipo de conocimiento
cuando, por ejemplo, se identifican respuestas correctas e
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incorrectas, se reconocen definiciones inapropiadas en los
libros de texto, se utilizan términos y notaciones.

El conocimiento especializado del contenido (SCK)
comprende acciones especificas de la tarea de ensefianza y
gue estan particularmente atravesadas por la especificidad
del contenido. Este tipo de conocimiento es demandado, por
ejemplo, al dar justificaciones ante las preguntas de los
estudiantes, al utilizar representaciones variadas para un
mismo objeto matematico y al establecer conexiones entre
ellas, al seleccionar tipos particulares de representaciones en
contextos especificos. También, al aportar o interpretar
significados en las explicaciones matematicas, al desarrollar
definiciones matematicas apropiadas al contexto en el que
se estan utilizando, al extender conceptos y procedimientos
evaluando su campo de validez, al ampliar casos, al hacer
un uso critico del lenguaje matematico, al elaborar
preguntas matematicamente productivas.

El conocimiento especializado del contenido (HCK)
involucra conciencia acerca de coémo los topicos
matematicos estan relacionados entre si e implica una vision
de totalidad. Es el tipo de conocimiento que permite
establecer las bases y fundamentos matematicos de lo que se
abordara posteriormente en el estudio de la Matematica
escolar e, incluso, en niveles posteriores.

CONOCIMIENTO DEL CONTENIDO

—

Por otro lado, el conocimiento del contenido y de los
estudiantes (KCS) integra el conocimiento acerca de la
cognicién de los estudiantes y permite anticipar acciones,
dificultades, errores y aciertos. Se evidencia al elegir
actividades que pueden ser de interés para los estudiantes, al
interpretar sus emergentes, al identificar sus modos de
pensamiento cuando, por ejemplo, se expresan mediante
razonamientos incompletos haciendo un uso inadecuado del
vocabulario matematico.

El conocimiento del contenido y de la ensefianza (KCT)
incluye las formas didacticas de abordar el desarrollo de un
contenido para hacerlo accesible a otros. Comprende el uso
de recursos, el establecimiento de conexiones con ideas
previas asi como la organizacion de instrumentos adecuados
para evaluar contenidos especificos.

El conocimiento del contenido y del curriculum (KCC)
encuadra decisiones y acciones acerca de los enfoques y
organizacion vinculados con los programas y los materiales
didacticos disefiados para la ensefianza en cierto nivel
educativo. Se vincula con lo normado jurisdiccional e
institucionalmente.

CONOCIMIENTO
PEDAGOGICO DEL CONTENIDO

\

Conocimiento
del contenido

y de los
Conocimiento estudiantes
corr:un_gel Conocimiento (KCS) Conocimiento
fgré%' ° especializado del contenido
del contenido y del
(SCK) curriculum
Conocimiento o (KCC)
en el horizonte Conocimiento
matematico del contenido
(HCK) ydela
ensefianza
(KCT)
\ _/

Figura 1. Campos y dominios del MKT.

En particular, el modelo cobra especificidad en este estudio
al integrar dichos dominios con las particularidades de la
geometria analitica que es el bloque tematico sobre el que se
centra el estudio. Un breve recorrido epistemolégico desde
los origenes de la geometria analitica aporta algunos
indicios acerca de la marcada diferenciacién entre enfoques
que se evidencia en la ensefianza de la geometria y que es
reconocida por numerosos autores (Saorin-Villa et al., 2019;
Regner y Rodriguez, 2016; Henriquez y Montoya, 2015;
Ancochea, 2011; Gascon, 2002; Valencia, 1990).

La geometria analitica unifica el é&lgebra y la geometria
sintética, al asociar nimeros con puntos y ecuaciones con
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figuras. Se trata de una especie de diccionario entre el
algebra y la geometria (Gonzalez Urbaneja, 2007). El
descubrimiento de esta rama de la Matematica se atribuye a
Fermat (1601-1665) y Descartes (1596-1650). Su
surgimiento no habria sido posible sin los aportes de la
geometria griega pero, fundamentalmente, no habria podido
darse en paralelo con esta, pues requiri6 del aporte de
muchas obras matematicas posteriores entre las que se
destacan los descubrimientos de Oresme en la introduccion
de sistemas de coordenadas y el algebra simbélica de Vieta.

Los problemas de los griegos Apolonio y de Pappus fueron
los que inspiraron tanto a Fermat como a Descartes a
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descubrir la otra cara del Principio Fundamental de la
geometria analitica, al observar preliminarmente que una
curva plana tiene asociada una ecuacién en dos cantidades
indeterminadas.

Fermat asocia curvas y ecuaciones en la resolucién de
problemas que involucran lugares geométricos definidos en
un sistema de coordenadas por una ecuacion indeterminada
en dos incognitas. Descartes introduce una estructura
algebraica definida entre segmentos integrando aritmética y
geometria. Complementariamente sus aportes posibilitan el
paso de la deduccion entre proposiciones (método sintético)
a la solucién de una ecuacion (método analitico) habilitando
una nueva lectura de la geometria euclidiana y potenciando
su crecimiento (Ortega, 2013). No deja de ser, en esencia,
una misma geometria que se vale de distintos métodos o
enfoques. Asimismo, se cree que esta diferenciacion entre
métodos ha acarreado algunas consecuencias en su
ensefianza.

Con la intencién de focalizar la problemética de la falta de
complementariedad o diferenciacion entre enfoques que ha
marcado el devenir de la geometria analitica, se retoman
algunos fundamentos que se expresan en relacion con la
actividad curricular Geometria I, en los inicios de la
formacion en geometria analitica en estudiantes del PM.

En el programa de la actividad curricular se sefiala que la
asignatura se compone de dos partes: geometria sintética y
geometria analitica. Sucintamente, se listan los contenidos
correspondientes a la parte de geometria analitica, de
acuerdo a lo que se detalla en el plan de estudios 2002 del
PM (Resolucion C.S. N° 217/02), en el marco del cual se
desarrolla el estudio.

e vectores en el plano y en el espacio: bases y
componentes;

e ecuaciones y lugares geométricos en el plano: recta,
circunferencia, conicas;

e curvas y superficies en el espacio: recta, plano,
cuddricas.

Con respecto a la segunda parte de la materia (geometria
analitica) se hace alusién a la incorporacion de conceptos
algebraicos para resolver los mismos problemas presentados
en la primera parte, pero con estrategias diferentes,
integrando el algebra y la geometria. Se remarca que la
intencionalidad en esta segunda parte esta puesta en que el
estudiante “logre interpretar un mismo concepto desde dos
puntos de vista diferentes y logre valorar qué estrategia es la
mas conveniente para resolver un determinado problema”
(p.2), lo que revela intencion de  abordar
complementariamente los enfoques sintético y analitico de
la geometria.

4. CATEGORIAS DE ANALISIS

De la especificidad que cobra el modelo MKT al integrarse
con contenidos de la geometria analitica surge el sistema de
categorias teorico-metodoldgicas empleadas para el analisis
(Tabla 1), en el que las subcategorias se constituyeron en los
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nexos operacionales entre el modelo teérico y el dato
empirico a través del estudio. Es oportuno sefialar que tales
subcategorias son fruto de sucesivas etapas de refinamiento,
a partir de observaciones minuciosas de practicas de la
ensefianza de la geometria analitica realizadas con
anterioridad, como se reporta en Autor 1 y Autor 2 (2017).

Basicamente procura constituir un sistema lo menos
ramificado posible pero que, a su vez, revele la
multiplicidad de componentes que se hacen presentes en
relacion con el conocimiento del profesor puesto en accion
en las situaciones analizadas.

Tabla 1
Categorias y subcategorias de analisis.
Categorias Subcategorias

Tratamiento matematico del contenido

CCK Procesos de desarrollo matematico

Lenguaje matemético

Conciencia de la relacién entre topicos matematicos

HCK Encuadre histdrico — epistemoldgico
SCK Nivel de profundizacién matematica
Representaciones matematicas
KCT Co_n_exno_r,] con lo previo
Utilizacién de recursos
Anticipacion de las acciones de los estudiantes
KCS — >
Interpretacion de los emergentes de los estudiantes
KCC Articulacion horizontal

Acrticulacion vertical

Fuente: elaboracidn propia.

Para la categoria CCK se consideran, entre los aspectos de
interés relativos al accionar del docente, los modos de
abordaje (conceptual y procedimental) durante el
tratamiento matematico del contenido, los procesos de
desarrollo matemético (deduccidn, institucionalizacion) y el
uso del lenguaje matematico especifico como términos,
notaciones y las correspondientes asociaciones entre nombre
y representacion grafica de un objeto. En el tratamiento
matematico del contenido adquiere especial importancia el
nivel de precision matematica que se fomenta.

En cuanto al HCK, se destacan las instancias del tratamiento
matematico del contenido que denotan conciencia de la
relacion entre topicos matematicos y de la génesis de los
objetos de estudio y que encuadran desde una perspectiva
historico-epistemoldgica la especificidad del tema. Se
incluyen acciones de establecimiento de vinculaciones entre
los dos enfoques de la geometria en tratamiento, asi como
de apreciaciones que involucran un conocimiento la
Matematica mas alld de lo que se estd puntualmente
ensefiando. También comprende las bases y fundamentos de
la geometria analitica a través de la Historia de la
Matematica.

En relacién con el SCK se incluyen aspectos que denotan
nivel de profundizacion matematica en términos de los
significados que se atribuyen a los asuntos en estudio y
otros relativos a la ampliacién de casos y contenido al
consignar ejemplos variados o transferir ideas y nociones.
También se atiende especialmente al uso de distintos
registros de representacion escrita (grafico, coloquial y
simbolico) y sus correspondientes conversiones. Se destacan
las acciones en las que se recurre a mas de un procedimiento
de representacion del objeto matematico, asi como a
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interpretaciones que acompafian las representaciones
graficas y aportan a su comprension. Ademas se consignan
representaciones kinestésicas a través de movimientos de
manos que portan intencionalidad docente.

En el KCT se consideran como subcategorias las acciones
del docente que develan su conocimiento relativas al
establecimiento de conexiones con lo previo y a la
utilizacion de recursos. El establecimiento de conexiones
con lo previo incluye la evocaciéon de conocimientos ya
trabajados, el uso de ideas recientes y la recapitulacion de
una serie de cuestiones abordadas con anterioridad. En
cuanto a la utilizacion de recursos, se considera la
generacion de vinculaciones de lo que se esta tratando con
la realidad, a través de ejemplos, y el montaje de situaciones
para el abordaje de algunos tépicos particulares. Se incluye
también el uso de recursos, tanto habituales en el aula como
especialmente montados.

En cuanto al KCS, un docente, entre sus tareas, suele
anticipar acciones e interpretar emergentes de sus
estudiantes. La anticipacion de acciones se evidencia al
prever errores y dificultades o al establecer supuestos en
torno a la complejidad de lo que se esta abordando (ausencia
de complejidad, menor complejidad) y también al
seleccionar ejemplos que se adecten al nivel de abstraccion
de los alumnos. Se interpretan emergentes al potenciar
respuestas desde la justificacion o bien al considerarlas,
incluso cuando la justificacion es dada por el docente.

Para la categoria KCC se consideran como parte del
accionar docente que refleja su conocimiento, el
establecimiento de articulaciones tanto horizontales como
verticales en el curriculum. Se incluyen aqui las propiciadas
con contenidos de otras asignaturas correspondientes al
mismo afio (horizontal) o con contenidos abordados en otro
tramo (vertical), ya sea de la asignatura o del nivel
secundario.

5. ENFOQUE METODOLOGICO

La aproximacion al proceso de construccion del MKT de la
geometria analitica en estudiantes que proyectan ser
profesores se realiza en tres fases en correspondencia con
cada una de las asignaturas involucradas. En la fase 1 se
observan y analizan las practicas de la ensefianza
especificas iniciales en la asignatura Geometria I. Se trata
de précticas especificas iniciales en tanto en esta asignatura
de primer afio de la carrera (PM) se cimientan las bases de
la geometria analitica en la que se sientan los fundamentos
disciplinares 'y epistemolégicos relativos al tema.
Aproximarse a las practicas de la ensefianza de esta
asignatura permite describir el modo en que se da la
construccion del MKT geometria analitica en estudiantes del
PM. EIl desarrollo de las clases de Geometria | se viene
llevando a cabo, independientemente de esta investigacion,
mediante instancias de explicacion guiada (en las que
prevalece el discurso del profesor, las convencionalmente
denominadas “de teoria”) asi como de trabajo en banco y de
resolucion de actividades de fijacion (en las que se
visibilizan las producciones de los estudiantes a través de
sus consultas y de las intervenciones de los docentes para
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orientarlos; habitualmente se las reconoce como “clases de
practica”).

En particular en las instancias de explicaciéon guiada se
acentla la mirada en la actuacion del docente a cargo,
puntualmente en su discurso, en el que se revelan los modos
de poner a disposicién de los estudiantes oportunidades de
aprendizaje matematico (Planas, Arnal-Bailera y Garcia-
Honrado, 2018) para indagar el modo en que se da la
construccién del conocimiento. En las instancias de trabajo
en banco, a partir del cimulo de intercambios que se
producen en las consultas se reconocen tres tipos distintos
de intervenciones, dado que no son todas de la misma
naturaleza.

La investigacién sobre la asignatura Geometria | pone el
foco en el accionar del docente, aunque no se descartan las
producciones de los estudiantes, particularmente en el
andlisis de sus consultas durante las instancias de trabajo en
banco. También resulta de interés indagar como los modos
de iniciar bdsquedas, de construir y de velar por la
accesibilidad instrumentados por el docente de Geometria |
son resignificados en instancias mas avanzadas de la carrera.
Si bien se asume que los aprendizajes no son consecuencia
inmediata de la ensefianza (Ball, 2017), se presume que el
trabajo sostenido sobre el fortalecimiento de la formacion
gue se ofrece en el PM, en términos de condiciones
institucionales y, en particular, del conocimiento puesto en
accion por los docentes formadores, podria significar un
robustecimiento del MKT de los futuros profesores.

De este modo, en las fases 2 y 3 se estudian los desempefios
alcanzados por estudiantes de la carrera sobre tramos
intermedio y final de la misma en las asignaturas Practica de
la Ensefianza Il (PEII, primer semestre de tercer afio) y
Residencia (cuarto y dltimo afio de la carrera),
respectivamente.  Resumidamente  importa  reconocer
elementos de las producciones de los futuros profesores en
instancias intermedia y avanzada de la carrera para obtener
informacién acerca del proceso de apropiacién del MKT de
la geometria analitica. En estas asignaturas realizan, entre
otras, actividades que promueven el andlisis y la
reconstruccion de actuaciones propias del quehacer docente
referidas a geometria analitica.

Asi se constituyen en actores fundamentales de este estudio
docentes y estudiantes de las tres asignaturas involucradas.

El disefio de la investigacion responde al de un estudio de
caso: el PM, centrado en la configuracion del MKT de la
geometria analitica. El caso es especifico y a la vez
complejo, y tiene interés por si mismo, mas alla de otros
casos (Stake, 1999). Develar qué hacen los formadores de
formadores para acompafiar la gestacion de las bases de la
construccién de dicho conocimiento en futuros profesores
en Matematica y cémo se configura dicho conocimiento
durante el proceso de formacién de un profesor, ha sido el
objeto central del estudio. Al concebir que dicho
conocimiento se constituye desde la praxis, como sintesis de
teoria 'y préactica contextualizadas, que integran
conocimientos matematicos y pedagogico-didacticos en
practicas de ensefianza, el caso adquiere especificidad e
interés por si mismo. La complejidad es propia de los
fendmenos didacticos en su contexto natural, de alli que se
procure develar los “significados que las personas atribuyen
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a eventos y objetos, en sus acciones e interacciones dentro
de un contexto social” (Moreira, 2009, p.25).

En particular, se trata de un estudio intrinseco de caso dado
que tiene interés por si mismo, mas alld de otros casos.
Aunqgue cabe advertir que, si bien la generalizacién no esta
entre las prioridades, los resultados pueden proporcionar
categorias pertinentes para analizar otros casos en
situaciones semejantes (Ander-Egg, 2003), como son otros
Profesorados universitarios en Matematica.

La investigacion tiene un enfoque eminentemente
cualitativo, que resulta apropiado debido a que se analizan
los procesos involucrados de produccion y apropiacion del
conocimiento (Bravin y Pievi, 2008). Particularmente,
develar como se configura el MKT de la geometria analitica,
durante el proceso de formacion de un profesor, requiere de
estudios situados, que centren la indagacion en los hechos y
los significados que se les atribuyen, para fortalecer la
aproximacién que pueda hacerse al objeto de interés.

El alcance es principalmente descriptivo, dado que se
especifican las caracteristicas relevantes del caso en
cuestién de acuerdo a las categorias y subcategorias de
analisis (Tabla 1). La investigacion es de tipo empirica no
experimental en las fases 1 y 3, porque se analizan los
fenémenos tal como se dan en su contexto natural, y
cuasiexperimental en la fase 2, en la que se lleva a cabo una
experiencia intencionalmente disefiada con un grupo de
estudiantes ya constituido. El estudio es transversal, debido
a que se recolectan datos con simultaneidad y en instancias
puntuales (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2010), aunque
procura tener indicios de los procesos involucrados,
registrandose tres momentos diferentes en la fase 1 y
convocandose a un mismo grupo de estudiantes con un afio
de diferencia en las fases 2 y 3.

En efecto, las categorias y subcategorias de analisis guian el
abordaje a lo largo de las tres fases delimitadas para el
estudio. A partir del adentramiento en la informacién
registrada de manera exhaustiva, proveniente de audios,
archivos y anotaciones, se identifican segmentos de acuerdo
al significado que revisten y se establecen asociaciones
conceptuales entre el marco teérico y el campo empirico, a
través de lo consignado en la Tabla 1.

Metodoldgicamente, se recurre a la integracion de diversas
técnicas para aportar riqueza, amplitud y profundidad a los
datos recolectados durante la indagacion (Herndndez et al.,
2010) de manera tal de entretejerlas convenientemente con
las categorias, los objetivos y los actores involucrados. La
técnica de procesamiento de la informacion predominante es
la de analisis del contenido (Ander-Egg, 2003) mediante la
cual se refinan los agrupamientos conceptuales en pos de
lograr una aproximacion integral al fendmeno estudiado.

6. FASES DEL ESTUDIO

En la Fase 1, se aplica la técnica de observacion directa no
controlada, no mediada y no participante de nueve clases de
la asignatura Geometria I, con la intencion de acceder a la
situaciéon investigada en toda su complejidad y en el
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momento en que los acontecimientos suceden, sin artificios
ni simplificaciones (Marradi, Archenti y Piovani, 2007).

Las observaciones se efectlan de manera intencionalmente
discontinua (inicio, intermedio, final) a lo largo del segundo
cuatrimestre (desarrollo de “geometria analitica”, siendo en
el primero “geometria sintética”) para tener un espectro
variado de clases en torno a la temética de interés. Los
actores observados son los tres docentes que conforman la
catedra (D1, D2 y D3) y un grupo de estudiantes que varia
entre de 30 a 20 a media que va transcurriendo el
cuatrimestre. Los acontecimientos se desarrollan en su
contexto natural, sin modificaciones en las actividades,
horarios, docentes o materiales por el hecho de haber estado
realizando esta investigacion.

Cada una de las clases observadas constituye la unidad de
analisis, siendo subunidades los segmentos en los que se
reconocen significados asociados a las categorias de
andlisis. Concretamente en este estudio tales segmentos
estan conformados por los actos de habla o fragmentos de
actos de habla emitidos en el transcurso de la clase y se
denominan mensajes (Coll, Colomina, Onrubia y Rochera,
1992). Debido a la densidad de los datos involucrados en
esta fase del estudio, se hace un agrupamiento en
subunidades de analisis de orden superior a los mensajes: las
configuraciones de mensajes (CM; Coll et al., 1992). Las
mismas se delimitan de acuerdo al contenido matematico de
referencia, resultando en un total de seis, tres, cinco, cuatro,
tres, cuatro, dos, tres y dos para cada una de las nueve clases
observadas, respectivamente.

En la Fase 2, con el fin de obtener indicios del proceso de
configuracion del MKT de la geometria analitica en
estudiantes de PEIIl, se observan dos clases de manera
directa, no controlada, no mediada y con participacién
moderada (Spradley, 1980, citado en Marradi et al., 2007).
Durante dichas clases, los 15 estudiantes (Al a Al15) que
cursan la asignatura (distribuidos en cuatro grupos: G1 a
G4, espontaneamente por ellos formados) trabajan en torno
a la resolucion de un problema geométrico (“problema de la
escalera”) que puede ser abordado utilizando tanto técnicas
sintéticas como analiticas. Cabe aclarar que, entre las
actividades que se realizan en la asignatura se encuentran:
analisis interpretativo-critico de documentos curriculares,
especificamente del eje que incluye topicos de geometria
analitica (entre otros), resolucién de problemas asi como
simulacion de clases que propenden a trabajar con los
mismos, criterios con relacion al empleo de recursos
didécticos variados, etc.

Problema de la escalera. Una escalera que tiene una
longitud de 2 metros est4d apoyada por su extremo
superior a una pared vertical y su extremo inferior
estd situado en el suelo (la pared y el suelo forman un
angulo recto). ¢Cudl es la figura que describe el
punto medio de la escalera, al resbalar y caer esta?

Primeramente, los grupos resuelven el problema de la
escalera y elaboran un informe en el que incluyen su
resolucion intercalandola con intervenciones especificas que
realizarian en una instancia de socializacion de la actividad
con estudiantes de los Gltimos afios del nivel secundario. La
resolucion esta conformada por una instancia de conjetura -
valiéndose de algin recurso didactico- y otra de
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demostracién -debiendo presentar dos formas que
consideren diferentes entre si-.

En el segundo encuentro cada grupo simula una parte de la
explicacion, previamente asignada por las investigadoras
(procurando diversidad de resoluciones en el grupo-clase).
Posteriormente se realizan intercambios intencionalmente
promovidos, en relacién con la identificacion de rasgos
sintéticos y analiticos en las demostraciones, asi como las
ventajas y desventajas del uso de recursos digitales para la
conjetura del problema. Finalmente se presenta un
cuestionario retrospectivo de la experiencia, que los grupos
responden en forma diferida via web, focalizandose en lo
trabajado por su equipo (los dominios entre paréntesis se
indican aqui, no en el instrumento oportunamente aplicado).

¢Para abordar qué concepto matematico consideran
que podria ser pertinente la actividad propuesta?
¢ Qué otros contenidos matematicos surgieron en las
demostraciones realizadas? (CCK)

¢Con qué contenidos posteriores puede estar
vinculado este concepto, en la Matematica escolar del
nivel secundario o superior? (HCK)

¢Por qué consideran potentes a sus formas de
explicacion? (SCK)

¢En qué cuestiones se detuvieron en la resolucién
atendiendo a que la explicacién sea dirigida a
estudiantes de secundaria? (KCS)

¢Mediante qué modalidad trabajarian esta actividad
con alumnos de secundaria?, ¢y en qué momento del
proceso de construccion del concepto mencionado en
el primer item (contruccion, elaboracion, ejercitacion,
aplicacion)? (KCT)

¢ Qué contenidos previos se requieren para resolver la
actividad tal como ustedes lo hicieron? ¢ Para qué afio
escolar resultaria adecuado esa forma de resolucion?
¢Como se vincula con el enfoque predominante esta
Gltima respuesta? (KCC)

En la Fase 3 se procura dar completitud al proceso de
construccién en que se centra este estudio. Para ello, se
analizan narrativas de desempefio de estudiantes que se
encuentran en el tramo final de la carrera, cursando la
asignatura Residencia. Puntualmente se consideran las
producciones de las tres residentes (sobre un total de seis)
que realizan su experiencia de practica docente en el nivel
superior en comisiones de Algebra y Geometria Analitica en
la formacion basica de ingenieros (las otras tres lo hacen en
Anélisis Matematico).

Las narrativas se producen en el contexto de la catedra de
Residencia, independientemente de esta investigacion, en
tanto dispositivo potente de formacidn docente en el campo
de la practica (Martin, 2014). Las residentes relatan sus
intercambios con los estudiantes de Ingenieria, en torno a
consultas que les efectian mientras se encuentran
resolviendo actividades matematicas en clase. Asi, las
narrativas son elaboradas a modo de registro escrito de sus
experiencias de practica, en el momento en que acontecen
los intercambios. En sus escritos las futuras profesoras
seleccionan de modo subjetivo qué decir, sobre qué incluir
un mayor detalle y también qué omitir.

Con la intencion de nutrir esta informacion con la voz de las
participantes, se efectia un grupo enfocado con las tres
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residentes quienes, cabe recordar, habian participado de la
experiencia en la asignatura PEIl durante el afio anterior
(Fase 2). Se les formulan preguntas abiertas disparadoras de
reflexion en torno a tres cuestiones focales: experiencia de
exposicion de la resolucion de una actividad en el pizarron,
significados construidos en relacién con la actividad de PEII
y proyeccién a futuro sobre la profesién docente.

Foco 1:

¢Qué contenidos se ponen en juego al resolver los
ejercicios? (aludiendo a tres puntuales por ellas
recientemente  trabajados en las comisiones
respectivas). ¢Con qué conocimientos previos
minimos debe contar un estudiante para poder
“acceder” al ejercicio, para poder interpretar lo que
pide la consigna, para poder “encararlo”? (CCK y
KCC)

¢ Qué dificultades previeron que podrian presentar los
estudiantes al enfrentarse a este ejercicio?, ¢como
pensaron atender a dichas dificultades?, ¢en el
momento de la resolucion surgieron dificultades que
no habian previsto?, ¢como las atendieron? ¢Hubo
devoluciones o aportes especificos por parte del
coformador (docente a cargo del curso donde realizan
sus practicas)? (KCT y KCS)

¢Qué recursos o materiales utilizaron para
acompafiar la resolucion?, ¢pensaron en otras
opciones?, ¢por qué eligieron esos entre otros
posibles?, ¢qué aporté el material utilizado a la
resolucion de la actividad? (KCT y KCS)

Foco 2:

En la discusion posterior a la simulacion de la
resolucién del problema de la escalera, se les habia
solicitado que decidieran si las resoluciones
propuestas se enmarcaban en un enfoque sintético o
analitico.

¢En qué enfoque enmarcarian estas resoluciones? (se
espera que identifiquen rasgos de uno y otro enfoque,
sino, se podrian sefialar algunos, a modo de ejemplo).
¢Consideran que la complementariedad de los
enfoques sintético y analitico es un aspecto logrado en
las resoluciones por ustedes propuestas? De lo
contrario, ¢comMo potenciarian dicha
complementariedad?, ¢qué se perderia (en cuanto a
riqueza de aprendizajes) si la resolucion se realiza
desde un enfoque puramente analitico? (SCK y HCK)
¢Podrian identificar, entre las pensadas, preguntas
orientadoras de la resolucibn que apunten a
recuperar la complementariedad de los enfoques? Si
es asi, ¢cuales? De lo contrario, ¢cuéles podrian
formular para enriquecer la resolucion propuesta en
tal sentido? Si tuvieran que seleccionar preguntas
orientadoras que puedan  reconocer  como
“representantes” de la resolucion, como aquellas que,
al leer una a continuacion de la otra, les dan una idea
de “por donde va la resolucion”, ;jcudles elegirian?,
¢por qué? Leer la secuencia completa de preguntas.
(SCK y HCK)

¢A qué creen que se debe la clasificacion obtenida?
(luego de compartir una clasificacion realizada por
las investigadoras). Ustedes pensaron distintas formas
de resolucién para el ejercicio expuesto, sen qué
sentido consideran que dichas resoluciones son
diferentes entre si?, ¢podrian reconocer algun
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contenido-eje de las resoluciones presentadas?,
¢cudl/es? (SCKy HCK)

Foco 3:

¢ Qué creen que les permitira, en su futuro desempefio
como docentes, el poder llevar a cabo este nivel de
sintesis en el analisis de resoluciones, ya sea a través
de preguntas orientadoras representantes o
contenidos-eje? (SCK, HCK y KCT)

¢ Qué consideran que se apropiaron del tema a partir
de su practica de Residencia (que posiblemente antes

Tabla 2

Técnicas, participantes e instrumentos implicados en cada fase.

no estaba suficientemente internalizado en términos
de “conocimiento matematico para la ensefianza”)?

(CCK y SCK)

Cabe advertir que reconocer indicios de activacion de los
dominios del MKT de la geometria analitica requirié de un
trabajo diferenciado de acuerdo al tipo de informacion
recolectada en cada fase. La informacion relativa a las tres
fases del estudio se resume en la Tabla 2.

Fases Técnicas Participantes

Instrumentos

Observacion de Docentes de

Registro fiel de lo acontecido a partir de notas de campo y archivos de

1 . .
clases Geometria | audio
Observacion de Registro fiel de lo acontecido a partir de notas de campo y archivos de
clases audio
e Estudiantes de  Producciones escritas de los grupos de alumnos, en respuesta a una
2 Analisis documental . . >
PEII consigna intencionalmente propuesta
. . . Protocolo de preguntas que se responde por escrito de manera grupal
Cuestionario abierto o (depreg q P P grup
diferido via web
e Producciones escritas de las tres residentes consistentes en las narrativas de
Analisis documental . - . .
3 Estudiantes de  sus desempefios en el nivel superior

Grupo enfocado Residencia

Protocolo de preguntas que sirven de disparadoras de la reflexion conjunta
y se basan en sus producciones escritas

Fuente: elaboracion propia.

Para sintetizar los hallazgos del estudio se recorren, a
continuacion, las tres fases.

7. FASE1l

La informacion recabada a partir de la observacién de las
nueve clases de Geometria | del PM se procesa en dos
etapas (micro y macro), que conllevan distintos niveles de
identificacion del conocimiento del profesor involucrado en
cada actuacion.

En una primera etapa (nivel micro), se realiza un andlisis
pormenorizado del contenido del texto de campo
delimitando, para cada clase, configuraciones de mensajes
en relacion con el contenido matematico de referencia (hubo
un total de 32 CM) vy reconociendo modalidades
correspondientes a los dominios del MKT (Tabla 1) al
interior de cada CM.

En todas las clases se reconocen tres momentos: inicio,
desarrollo y cierre. En el inicio se establecen conexiones
con lo abordado en clases anteriores, recuperandose
significados construidos. En el cierre se dan “pistas” de lo
que se trabajard en préximas clases o se plantean cuestiones
organizativas de la materia. En el desarrollo se reconocen
tres tipos de configuraciones en correspondencia con las
instancias observadas en las clases de Geometria I:

o Explicacion guiada (26 CM; instancias predominantes
dentro del conjunto de clases observadas, en las que el
docente a cargo -D1- desarrolla los contenidos ante el
grupo-clase). A continuacion se las enumera, siendo de
la6delaclase 1, 7a9clase 2,10 a 13 clase 3, 14 a 17
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clase 4, 18 a 20 clase 5, 21 a 24 clase 6, 25 clase 7 y 26

clase 8.

1. Idea global de la esencia de la geometria analitica

2. Asignacion de coordenadas

3. Procedimiento base para la correspondencia entre
la recta y el conjunto de los nimeros reales

4. Andlisis de la propiedad de biunicidad para la
correspondencia entre la recta y el conjunto de los
nGmeros reales

5. Procedimiento base para la correspondencia entre
el plano y el conjunto de pares de nimeros reales

6. Analisis de la propiedad de biunicidad para la
correspondencia entre el plano y el conjunto de
pares de nimeros reales

7. Procedimiento base para la correspondencia entre
el espacio y el conjunto de ternas ordenadas de
nlmeros reales

8. Ejemplos de representacion de un punto en el
espacio

9. Ejemplos de lugares geométricos en el plano

10. Lugares geométricos en el espacio

11. Introduccidn a vectores

12. Propiedades de los vectores

13. Angulo entre vectores

14. Independencia en la eleccion del origen comdn en
la definicién de angulo entre vectores

15. Suma de vectores

16. Propiedades de la suma de vectores

17. Producto de un ndmero por un vector

18. Ecuaciones paramétricas de la recta en el plano

19. Posiciones relativas entre rectas en el plano dadas
sus ecuaciones
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20. Ecuacion cartesiana de la recta en el plano

21. Equivalencia entre las distintas formas de la
ecuacion de la recta en el plano

22. Busqueda del circuncentro de un tridngulo en
forma algebraica

23. Distancia de un punto a una recta en el plano

24. Desigualdades lineales en dos variables

25. Reflexién sobre significados construidos

26. Superficies cuadricas. Estudio de casos

« Trabajo en bancos (4 CM; promovidas por los
ayudantes de catedra -D2 y D3-), en las clases 3, 7, 8 y
9.
3-CM2, 7-CM2, 8-CM1, 9-CM2

« Resolucién de actividades de fijacion en el pizarrdn (2
CM; a cargo de D2 o0 D3), en las clases 8 y 9.

En un nivel de analisis micro, para ejemplificar el contenido
de las configuraciones de explicacidn guiada, se muestra un
esquema de sintesis de la quinta configuracién de mensajes
de la clase 1 (Fig. 2).

Se reflexiona sobre los significados construidos
asociados en la asignacion de coordenadas en la recta

SCK

y se sientan las bases para la asignacion de
coordenadas en el plano recuperando las bases y
fundamentos de la geometria analitica. Se analiza el
porqué del orden, el porqué del signo, el porqué del
uso de la misma escala en ambos ejes, ampliando
casos; todo ello utilizando distintos registros de
representacion matematica, pero priorizando el
registro grafico.

HCK

Articulacion
horizontal
KCC

Procesos de desarrollo

Lenguaje matematico

matematico

CCK

Figura 2. CM5 — Clase 1.

En estos esquemas (se realiza un esquema por CM), se
otorga centralidad a los dominios SCK y HCK, debido a que
se hacen notablemente presentes en cuanto a variedad y
cantidad de subcategorias asociadas a los mismos que se
reconocen, vinculandose entre si en el discurso del profesor.
Asimismo, el aporte de activaciones de los demas dominios
y el modo en que se entrelazan con el SCK y HCK,
complementa el ndcleo central mostrando la diversidad de
componentes del conocimiento de las que se vale el profesor
que guia las explicaciones en las clases de Geometria I. A
modo de ejemplo, se muestra un extracto correspondiente a
la CM5 de la Clase 1 que intenta mostrar c6mo se van
entretejiendo las vinculaciones resumidas en la Fig. 2.

1-276-D1: (...) [Entonces, elegimos dos puntos tal que
tengo la funcién longitud, entonces para no hacer
todo mil veces vamos a usar lo que ya sabemos en la
recta. Podemos dar en r y = sistemas de coordenadas
(mientras escribe en el pizarron) tales que O tenga
coordenada 0, P, tenga coordenada 1 en  y O tenga
coordenada 0 y P tenga coordenada 1 en = (...) KCT:
conexion con lo previo].

1-278-D1: (...) Bueno, de qué manera darian ustedes
coordenadas ahora rapidamente a un punto
cualquiera que esté por aca (mientras dibuja el punto)
y de qué manera se les ocurre como dar, que ya lo han
hecho, coordenadas a un punto cualquiera del plano.
1-279-A: Para hallar la coordenada de r, busco la
recta perpendicular ...
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1-280-D1: [Bien, trazo una recta perpendicular a
r (ue pase por 2, esa recta es Unica y la va a cortar a
r en un punto que podemos llamar 4, ¢bien? Y hago
lo mismo con s, trazo una recta perpendicular a s que
pase por @ y va a cortar a s en un punto E (mientras
dibuja) SCK: representaciones matematicas], ¢bien?
Este punto A tiene una determinada coordenada en r
y este punto E tiene una determinada coordenada en
5, y entonces, ¢qué coordenadas le doy a @7
1-281-A: ¢((A: B)?
1-282-D1: Si, la coordenada de A y la coordenada de
B, que todavia no les puse nombre. (...) [En v, A tiene
una coordenada x para un sistema que tenga a F; con
coordenada 1 y en s, B tiene coordenada v, ¢bien?
Entonces, decimos que @ tiene coordenadas (x: ¥},
¢bien?  SCK:  representaciones  matematicas],
[¢vieron ya producto cartesiano en Algebra?, ¢si?
1-283-A: Ayer.
1-284-D1: ¢Ya estan con relaciones? Bueno, perfecto.
Los pares se llaman, ¢como se llaman estos pares?
1-285-A: Ordenados.
1-286-D1: Ordenados KCC: articulacion horizontal].
[El par es ordenado, quiere decir que tiene que
respetar un orden, no es lo mismo (x: ¥} que (¥: x),
¢bien? Entonces en la interpretacion de las
coordenadas tenemos que tener en cuenta varias
cosas, primero que son coordenadas respecto de un
origen, respecto de dos rectas que yo fij¢ como
referencia y que las tengo que leer en orden la x va a
representar la primera coordenada y la ¥ siempre la
pp. 1-20
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segunda. La x en nuestra convencion representa el
desplazamiento horizontal y la ¥ representa el
desplazamiento vertical. HCK: bases y fundamentos
de la geometria analitica] ¢ Como se llaman?, ¢tienen
idea? La primera, la coordenada x, ¢se llama?
1-287-A: Abscisa.

1-288-D1: Abscisa, ¢esa seria la abscisa?, ¢y la ¥?
1-289-A: Ordenada.

1-290-D1: Ordenada, bien. [Bueno, a la recta r la
vamos a llamar eje x, obviamente, y a la recta = la
vamos a llamar eje v, ¢bien? Entonces ahora la
correspondencia biunivoca con los puntos del plano
estd dada, ¢contra qué conjunto?, ¢como se llama el
conjunto de pares ordenados de numeros reales? (...)
Entonces queda definida una correspondencia, ahora
entre el plano 7 y el conjunto - tal que a cada punto
@ le corresponden las coordenadas (x;y) de ese
punto segin el mecanismo que vimos CCK: procesos
de desarrollo matematico], ¢bien?

La centralidad que adquieren los dominios SCK y HCK se
ve, a su vez, reforzada a partir de un andlisis holistico de lo
acontecido (nivel macro). Este nuevo plano de analisis

CM1.: ;Qué tiene que pasar para que un
punto esté sobre la superficie esférica?
¢ Qué condiciones tiene que cumplir un

punto Q de coordenadas (x; y; z) para que

¢ qué esta representando que dos ecuaciones
se tengan que satisfacer al mismo tiempo?

/

CM4: ;Qué tengo que probar para ver
que ABDC es un paralelogramo?
¢Qué informacién tenemos con esto?
Esto, ¢qué implica? ;Qué me dice de
los vectores AB y CD?
Geométricamente, ¢cémo lo harfan?

/

ese punto esté en r? Geométricamente, \

reveld la presencia de ciertos interrogantes centrales en cada
CM, emitidos por el profesor a cargo D1. Estas
interpelaciones clave iban generando nuevas busquedas en
la clase en su conjunto, constituyéndose en el hilo conductor
y guia en las exploraciones que se iban abordando en cada
momento. La emergencia de estos interrogantes y el rol
“generador” que pudo asociarseles en la concatenacion de
ideas y topicos a abordar en cada clase, llevd a identificarlas
de un modo particular y especial: se las denomind
preguntas-generatriz y es un constructo emergente del
estudio. En la Fig. 3 se ejemplifica la secuencia de
preguntas-generatriz identificadas en la Clase 3.

Estas secuencias de preguntas no solo permiten vislumbrar
la estructura organizativa de las CM en torno al tratamiento
matematico del contenido, sino que también sugieren rasgos
de SCK y HCK consolidados en el docente que las efectla.
Las preguntas-generatriz revelan, en el docente, conciencia
de totalidad para conectar las ideas mas alla de lo que se
esta abordando en cada momento. A la vez denotan
especificidad del contenido matematico en tanto apuntan a
la construccion de significados mediante distintas
perspectivas y modos de representacion.

CM2: 1ra. instancia de
trabajo en banco

CM3: ¢ Alguien sabe qué es un
vector en Matematica? ;Para
qué se usan los vectores? ;Qué
caracteristicas tiene? ¢ Cuando
decimos que los dos vectores

tienen igual direccion?

CM5: Yo quiero definir el
angulo que forman esos
vectores, entonces, ¢qué

tenemos que hacer? ;Esta

definicion de qué depende?

/

Figura 3. Secuencia de preguntas generatriz — Clase 3.

En las CM de trabajo en banco se identifican las
intervenciones de los docentes en el acompafiamiento a los
estudiantes durante la resolucion de las actividades. Entre
los modos de intervencidn se detectan tres tipos diferentes
de acuerdo al momento en que se efectlan y al tipo de
preguntas a las que responden. En efecto, las intervenciones
de aplicacion se producen cuando el estudiante pregunta
cémo transferir los conceptos y procedimientos abordados
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en una situacion particular y responden a los interrogantes
¢como calcularlo?, ¢como encontrarlo?; las de orientacion
se producen cuando se reconoce un quiebre en lo que el
estudiante estd pensando o haciendo y atienden a las
preguntas ¢como comenzar?, ¢como seguir?; las de
verificacion se efectan cuando los estudiantes solicitan
aprobacion acerca de lo que estan realizando y responden a
¢es correcto lo que hice/pensé? Debido a que los datos
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recolectados no han permitido, a priori, reconocer CM en las
instancias de trabajo en banco a causa de la diversidad de
ritmos de los estudiantes (en un mismo momento, distintos
estudiantes efectuaban consultas sobre distintos tépicos), se
recurrié a una segmentacion de la informacién que se baso
en el desglosamiento de tipos de intervencion para facilitar
el reconocimiento de vinculaciones con el sistema de
categorias delimitado.

En la Tabla 3 se comparte una sintesis de la clasificacién de
intervenciones por tipo con algunos  extractos
ejemplificadores.

Tabla 3
Tipos de intervenciones.

Tipo Ejemplo

Un estudiante pregunta si no hay una forma
sencilla de obtener un vector perpendicular a otro
en el espacio, similar a la forma en que solian
obtener un vector perpendicular a uno dado en el
plano. D2 le responde que se puede aplicar la
misma regla para dos de las tres componentes del
vector y a la tercera ponerle 0 y luego agrega:
“pero hay infinitos” (clase 8)

Aplicacion

Otro grupo de estudiantes consulta la siguiente
actividad: Determinar el intervalo de variacion
del parametro t que describe el segmento de la
recta x=2-¢ y=14+4 teR,
determinado por los puntos de interseccion con
los ejes coordenados. D2 les escribe en una hoja
mientras les explica que 4 estd variando y que
habria que determinar para qué valor del
pardmetro se encuentran en el origen del
segmento y para qué otro valor del mismo se
encuentran en el extremo del segmento. D2
agrega que, una vez que determinen los valores
del parametro en cada caso, tendran que decir que
A varia entre esos valores (clase 7)

Orientacion

Otro estudiante le pregunta a D2 si representd
bien dos puntos en el espacio (y le muestra su
dibujo) y si es necesario que agregue las lineas de
puntos como lo hacen en el pizarrén.
Aparentemente la representacion que realiza el
alumno no es correcta ya que, al no considerar el
paralelismo con los ejes al representar las
coordenadas de los puntos (por no guiarse con las
lineas de puntos), estos resultan un tanto
imprecisos. D2 le indica cémo mejorar sus
representaciones usando las lineas de puntos
(clase 3)

Verificacion

Fuente: elaboracion propia.

Una mirada de sintesis de lo acontecido en las cuatro
sesiones de trabajo en banco sefiala un recorrido por las
categorias y subcategorias del estudio a las que se han ido
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asociando las intervenciones. Asi, se destacan instancias en
las que los docentes invitan a hacer interpretaciones y
representaciones  graficas o  kinestésicas  (SCK:
representaciones matematicas) y que ayudan a recuperar
significados no evidentes desde el tratamiento analitico, al
establecer vinculaciones con lo sintético. Esto revela un
trabajo intencionado en la vinculaciéon entre enfoques
(HCK: conciencia de la relacion entre tdpicos
matematicos). También se identifica precision en el
desarrollo (CCK: tratamiento matematico del contenido),
potenciacidn de justificaciones (KCS: interpretacién de los
emergentes de los estudiantes) y recuperacién de ideas
construidas con anterioridad (KCT: conexion con lo previo).

Sin embargo, se advierte que las relaciones que se pretende
que el estudiante establezca son un tanto direccionadas (lo
que limita su accionar).

Esto conlleva la blisqueda de alternativas de intervencion
con la intencién de fortalecer la repregunta y la bisqueda de
contraejemplos que se centren en lo que el estudiante esta
pensando para involucrarlo desde un rol més activo en la
resolucion. Se ejemplifica con una propuesta alternativa
para la intervencion de aplicacion (Tabla 3, primera fila).

Se podria plantear una situacion en la que los
estudiantes deban buscar un vector perpendicular a
uno dado en el espacio, recurriendo a la condicion
de perpendicularidad ya trabajada (en el sentido
gue aqui interesa: los vectores son perpendiculares
si su producto escalar es nulo). Se esperaria que
distintos estudiantes propongan distintos vectores.
Luego se podria interrogar: ¢cuéntos vectores
perpendiculares a uno dado podemos hallar en el
espacio?, ¢qué particularidad tienen esos vectores
perpendiculares al dado?, ¢cémo podriamos
representar graficamente tal situacion?

Para cada CM de resolucion de actividades de fijacion en el
pizarron, la informacion se sintetiza de manera similar a las
configuraciones de explicacion guiada (Fig. 2) pero el
esquema se centra en una imagen representativa
(reproducida por las investigadoras) de lo que queda
registrado en el pizarrén al resolver la actividad. En la Fig. 4
se ejemplifica con la primera CM de la clase 9 en la que se
trabaja con intersecciones de superficies. En particular, aqui
se muestra una captura representativa de la resolucion de
una actividad que involucra la busqueda de ecuaciones de
una circunferencia que se obtiene al intersecar una esfera
con un plano.
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Utilizacion de recursos
Conexion con lo previo

matematicas
SCK

KCT ] o
L Anticipacion de
: = ) ’ acciones de los
Nivel de ” - ¥ QY lye) . 2 estudiantes
profundizacion /4 - ' -t Interpretacion de
matematica \___/ ’ t emergentes
Representaciones A B TR SR A KCS

Figura 4. CM1 — Clase 9.

8. FASE?2

El estudio del desempefio de los estudiantes de PEIIl se
centra en sus producciones grupales escritas de resolucion
del problema de la escalera y simulaciones de socializacién
con estudiantes de los udltimos afios del secundario. Se
complementa con intercambios orales durante el proceso de
resolucion y respuestas retrospectivas a un cuestionario
abierto. Del analisis de las cuatro conjeturas (una por grupo)
y nueve demostraciones (dos por grupo; G4 hizo tres), se
sintetizan rasgos del MKT de la geometria analitica que los
estudiantes ponen en accion.

En la instancia de conjetura los grupos explicitan distintos
momentos que podrian recorrerse para aproximarse a la
misma (Tabla 4).

I: Imaginan la curva.

P: Proponen distintas curvas.

M: Manipulan un recurso.

R: Realizan el trazo sobre una
hoja.

O: Obtienen la conjetura.

Tabla 4
Etapas de las conjeturas.

Grupo | P M R (@)
Gl X X X X X
G2 X X X
G3 X X X
G4 X X X X X

Fuente: elaboracion propia.

En el siguiente extracto del informe de G1 se recorren las
etapas mencionadas.

D: ¢Qué es lo primero que pensaron cuando leyeron
el problema?

A: Un compafiero pensé que era una hipérbola y para
otro era % de circunferencia.

D: ¢Coémo hicieron para verificar cudl era la curva
correcta?

A: Utilizamos la caja de carton como pared, una regla
que representa la escalera, el escritorio como piso, y
un cuadernillo en el cual, a medida que simulamos la
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caida de la escalera, marcamos en él, con una
lapicera el recorrido del punto medio de la regla en
cada posicion.

D: Bien, eso que hicieron es una representacion del
problema con elementos que conocemos y podemos
manipular. ;Y después cémo continuaron?

A: Con los puntos que quedaron dibujados en la
representacion  que explicamos  anteriormente,
intuimos que la curva que describe el punto medio de
la escalera es 4 de circunferencia.

Por un lado, no todos los grupos explicitan la curva que se
imaginaron en el primer acercamiento al problema y, por
otro lado, el recurso manipulado varia de un grupo a otro.
En todos los casos los recursos utilizados fueron
manipulativos no digitales (Fig. 5). Por ello, luego de las
simulaciones en clase, las investigadoras presentan un
dispositivo alternativo mediante el software GeoGebra.

Figura 5. Imagenes representativas de los recursos
utilizados por G3y G4

Para el analisis de las nueve demostraciones se recorren los
contenidos que son aludidos en cada una. Luego del
recorrido es posible reconocer cuatro contenidos-eje a los
que los grupos recurren en momentos neuralgicos de la
demostracién:; trigonometria, rectangulo, semejanza y
mediana (Tabla 5).

Tabla 5
Clasificacion de las demostraciones.

Trigonometria Rectangulo Semejanza Mediana
Gl G3 < G2
G4 G3 G4 G2

Fuente: elaboracion propia.

Se comparte, a modo de ejemplo, una demostracion
realizada por G3 cuyo contenido-eje es Rectangulo.
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A: Nosotros trazamos el segmento que une el punto de « operaciones entre segmentos

interseccion de la pared y el piso, con el punto medio o identidad trigonométrica

de la escalera en alguna de las posiciones. « elementos de la circunferencia

D: Bien, ¢le pusieron algiin nombre a esos puntos? « circunferencia como lugar geométrico

A: Si, al punto de interseccion de la pared y el piso P « arco de circunferencia

y al punto medio que tomamos K.

(El profesor representa en el pizarrdn una posicion También se presta atencidn a la forma en que hacen uso de

posible de la escalera, traza el segmento que une el los ejes coordenados (Tabla 6).

punto de interseccién de la pared y el piso con el

punto medio de la misma y va nombrando los puntos Tabla 6

como los alumnos le dicen). Usos de los ejes en las demostraciones.

D: ¢Como siguieron? Uso Representacion

A: Denotamos con la letra ] al punto de interseccion Como sistema de referencia, para asignar ~

del piso con la escalera y con A al punto de coordenadas de puntos en el plano (G1, G4)

interseccion entre la escalera y la pared. Como sistema de referencia, pero luego se —_1>
prescinde (G1)

A: Sabemos que PAJ es un triangulo rectangulo donde

el angulo APJ = 90%. Ahi observamos que el
triangulo PAJ es la mitad de un rectangulo PAF'].

D: ¢Db6nde marcaron P’ para formar el rectangulo

que dicen?

A: Trazamos una paralela a la pared que pase por el

punto ] y otra paralela al piso que pase por el punto
A, a la interseccion de

X s Comor

. . estas dos rectas la

; ) G3,G4 |
% llamamos FP". ~{_
N\ (Todo  esto  es R
\ 1 representado por el T — —

| 2" profesor en el

\ pizarron a medida que _ : S
! | " 4
R4l 4 los alumnos le

cuentan).

D: ¢Coémo seguimos?
A: Las diagonales de un rectangulo son iguales y se

cortan en su punto medio. Entonces tenemos que AK Ausente (solo triangulo rectangulo) (G2, G2) \
Aj .
= KJ = PK = == Como la escalera mide 2m, la _

distancia del punfo de interseccién de la pared y el Fuente: elaboracion propia.

piso al punto medio es de 1m. Asi con cada tridngulo
que se forma con las distintas posiciones de la
escalera. Por lo tanto, tenemos que la distancia a
cada punto medio es lm. En consecuencia, la figura
formada es un cuarto de circunferencia, porque todos
los puntos medios en las distintas posiciones de la
escalera estdn a la misma distancia del punto de
interseccion de la pared y el piso.

A pesar de que en la actividad se pide que las
demostraciones sean bien diferentes entre si, la mayoria de
los grupos (todos excepto G1) producen dos demostraciones
de un mismo tipo. Incluso en la instancia de discusién
posterior a la simulacién de clase, se solicita a los
estudiantes identificar sus resoluciones con alguno de los
enfoques sintético o analitico; cuestién de la que emergen
indicios de desconocimiento de lo que los mismos

. . , comprenden.
Estos contenidos-eje estan a su vez compuestos por temas P

puntuales que hilvanan el desarrollo. Por ejemplo, en G4-

. ; Luego de un recorrido global por las producciones de los
Trigonometria son:

estudiantes de PEII, en la Fig. 6 se sintetizan aspectos de los
dominios del MKT de la geometria analitica que aparecen
fortalecidos (en verde) y otros que requieren de cierta
profundizacidn (en rojo).

o sistema de referencia

« asignacion de coordenadas en el plano
o angulos

« triangulo rectangulo

e razones trigonométricas

« posiciones relativas entre rectas
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CCK
Conjetura y demostracion
Contenidos matematicos
involucrados
Precision matematica y en el
lenguaje

Contenido matematico que podria
abordarse a partir de la actividad

SCK

Claridad en las explicaciones
Principios bésicos de una buena
explicacion
Desmenuzamiento de significados
Distintos registros de
representacion
Uso de ejes cartesianos

HCK
Contenidos posteriores
Algunos no necesariamente se
desarrollan con posterioridad
Mirada global de resoluciones
Distintos enfoques

KCC

KCS
Adecuacion al nivel educativo
Prevision de errores y dificultades
Resoluciones para el ciclo basico de
la escolaridad secundaria

KCT

Elementos de una clase constructiva
Uso de interrogantes para guiar
Disefio de recursos manipulativos
Uso de recursos digitales

Variadas vinculaciones con
diferentes contenidos del disefio
curricular prescripto
Vinculaciones: contenidos
previos necesarios - afio de la
escolaridad - enfoque abordado

Figura 6. Desempefio global de estudiantes de PEII.

En relacion con el CCK, se parte del reconocimiento y
caracterizacion de las instancias de conjetura y
demostracién como etapas diferenciadas en la resolucion, lo
que revela entendimiento matematico de la consigna dada.
También se logra la identificacion de contenidos
matematicos involucrados que fueron requeridos en las
resoluciones y la precision matemaética y del lenguaje con
que fueron abordados en la simulacién de clase. Como
debilidad se sefialan algunas dificultades en la identificacion
de contenidos matematicos que podrian introducirse a partir
del problema propuesto.

En cuanto al SCK, se reconocen elementos que potencian
sus formas de explicacion sustentadas en las
representaciones matematicas y en el nivel de
profundizacion matematica, tanto en las respuestas al
cuestionario como en las simulaciones de clase. Se
desmenuzan los significados de los tépicos matematicos en
tratamiento, se presenta diversidad de formas de resolucién
del problema de la escalera y se promueven
representaciones de la situacion en distintos registros. Se
muestra, a modo de ejemplo, un extracto de simulacion de
G2 en la que se reconoce cierto detenimiento en la
representacion e interpretacion grafica de la situacion.

A3: Y queriamos saber si M [punto medio de la
escalera] tenia siempre la misma distancia a A [punto
interseccion de la pared con el piso, en el plano
representado], si media siempre lo mismo.

Al: En cualquier posicion de la escalera, que M tuviera
siempre la misma distancia.

A4: Porque nuestra escalera aca esta en esta posicién
(sefialando la dibujada).

Al: Si.

A4: Pero tal vez podria estar méas inclinada, ¢si? Y
nuestro punto medio no seria este, seria por acad (y
dibuja una nueva posicién de la escalera sefialando su
punto medio). Depende de como hayamos puesto la
escalera, la inclinacion.

Al: Pero nosotros queremos saber, 0 sea, siempre que
la distancia del centro 4 al punto M.

A4: Que seria, ¢qué cosa de la circunferencia?

A2: El radio.
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A4: Seria el radio, muy bien.

Como debilidad se advierte un uso poco intencionado de los
ejes cartesianos, en tanto se representan como tales aln en
casos en los que no son funcionales a la resolucién (como se
puede apreciar, por ejemplo, en la demostracion compartida
luego de la Tabla 5). Ademas, hay ausencia de una
verdadera diversidad en las resoluciones con relacion al
contenido-eje de las mismas (como fuera indicado en la
Tabla 5).

En vinculacion con el HCK, los grupos identifican
contenidos que podrian abordarse posteriormente a la
introduccidn de los que se proponen con la actividad y otros
gue no, de acuerdo a las normativas curriculares. También,
en el intercambio oral de discusion posterior a la simulacién
de las clases, se revelan algunas dificultades para hacer una
mirada global de las resoluciones. Puntualmente, se aprecia
con respecto al reconocimiento de la esencia de los enfoques
geométricos utilizados en las demostraciones ligadas a
reiterados indicios de desconocimiento de lo que
comprenden los enfoques sintético y analitico de la
geometria. A modo de ejemplo:

36-1A1: [analitico] por la aplicacion de un teorema.
43-1A2: Lo sintético hace referencia al dibujo y a la
construccién.

68-144: (...) la analitica usa mdas numeros.

81-2A1: [lo analitico] es mas de aplicar axiomas,
teoremas... sin tanta construccion y mas de sacar
cuentas con nimeros.

Cabe sefialar que este aspecto logra revertirse parcialmente
en las respuestas al cuestionario que se aplica al finalizar la
experiencia.

Acerca del KCS, las propuestas resultan adecuadas
(contenidos, lenguaje) al nivel cognitivo de los estudiantes a
los que fueron dirigidas; acerca de las que también se
prevén errores y dificultades. Si bien muchas de las
resoluciones podrian abordarse en los primeros afios de
escolaridad secundaria (cuestion que, a su vez es expresada
por los grupos en respuesta a la consigna del cuestionario
correspondiente a la categoria KCC), son capaces de

pp. 1-20

Aceptacion: 30/06/2020



identificar qué elementos clave de sus propuestas denotan
haber tenido en cuenta particularidades de los sujetos
destinatarios de las mismas.

Relativo al KCT, los grupos identifican elementos de una
clase constructiva, no tan claramente efectivizados en la
simulacion de clase. También formulan interrogantes para
orientar las construcciones y disefian recursos manipulativos
para la instancia de conjetura. Emerge como debilidad cierta
falta de criterio ante el uso de recursos digitales con
explicaciones poco fundamentadas acerca de sus
desventajas en comparacién con los recursos manipulativos.

En el KCC, si bien se establecen vinculaciones con
contenidos previstos en el curriculum jurisdiccional, en
algunos casos no resultan 6ptimas con respecto al afio de
escolaridad al que estaba dirigida la resolucion y el enfoque
adoptado en relacién con los conocimientos previos
requeridos.

9. FASE3

Para caracterizar el MKT de la geometria analitica en
estudiantes que se encuentran en el tramo final de la carrera,
se analizan las actuaciones que despliegan tres de ellos (R1
a R3), en el contexto de realizacion de sus practicas de
Residencia en el nivel superior. Se considera como material
de andlisis la atencion de consultas relatadas en sus
narrativas de desempefio, asi como sus reflexiones acerca de
exposiciones de explicacion en pizarron y de la actividad
realizada el afio anterior en PEII (Fase 2).

Para el procesamiento de las producciones escritas de las
residentes se opera de manera similar al modo en que se
realiza con las CM trabajo en bancos (Fase 1), pues los
intercambios son del mismo estilo. En la Tabla 7 se
ejemplifica con un par de intervenciones de orientacion
efectuadas por R1.

Tabla 7
Intervenciones de orientacién de R1.
Tema Intervencion Desenlace
L Observacion de datos
Condicion de - .
- . del enunciado Se sienten
perpendicularidad , -
Busqueda de una encaminados,
entre rectas dadas en . .
L identidad lovana
forma explicita; . .
A . trigonométrica que completar
reduccion de variables . -
permita reducir las luego
en el planteo .
variables
Observacion de datos .
. Explican lo que
. del enunciado Lo
Ecuaciones P sucederia si los
- Comprobacion de la
paramétricas de un L vectores dados
condicion que deben
plano . resultaran
cumplir los vectores
paralelos

dados

Fuente: elaboracion propia.

Se destaca que son numerosas las intervenciones en las que
las residentes invitan a hacer interpretaciones y
representaciones  graficas o  kinestésicas  (SCK:
representaciones matematicas) estableciendo vinculaciones
entre la geometria “de las formas” y la “de las coordenadas”
(HCK: conciencia de la relaciébn entre tdpicos
matematicos). Precisamente se vislumbra un tratamiento del
contenido que contempla la complementariedad entre los
enfoques sintético y analitico, provocada de manera
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intencional por las practicantes, tal como se muestra en el
siguiente extracto.

R1-14: (aplicacion) (...) Le propuse hacer un dibujo
de la situacion y le pregunté qué particularidad tiene
la recta tangente a una circunferencia. Se dio cuenta
entonces que el vector con origen en el centro de la
circunferencia y extremo en el punto A (perteneciente
a la misma) tiene que ser perpendicular a la recta por
lo que de esa manera conseguia un vector normal.

Se evidencian indicios de un interrogatorio didactico:
efecttan preguntas especificas (SCK: niveles de
profundizacién matematica) que parten de donde estan
situados los estudiantes en la actividad, van al detalle y
prevén eventuales descuidos, a la vez que se potencian sus
aportes desde la justificacion (KCS: anticipacion de las
acciones de los estudiantes; interpretacion de sus
emergentes). También se presentan instancias de
recuperacion de lo trabajado con anterioridad (KCT:
conexion con lo previo) tal como se muestra en el extracto a
continuacion.

R1-4: (orientacion) (...) Como olvidaron decir que
debian comprobar que los vectores no sean paralelos
se los recordé haciéndoles ver que si los vectores son
paralelos es porque los puntos estan alineados y en la
introduccion de ecuaciones paramétricas los puntos
dados no estan alineados. Rapidamente ellos me
respondieron que entonces habria infinitos planos y
que por eso necesitaban dos vectores no paralelos.

Al adentrarse en las producciones de las residentes durante
el grupo enfocado, se revela que ciertos aspectos han sido
apropiados, reflejandose profundizacién en relacién con su
configuracion del MKT de la geometria analitica en el tramo
final de la carrera. Estos hallazgos se sintetizan en la Fig. 7.

En efecto, reconocen haber reforzado sus conocimientos
matematicos (CCK) luego de observar clases donde se
desarrollan contenidos similares a los estudiados en
Geometria I, en los inicios de su formacidn.

En relacién con el SCK, son capaces de detectar contenidos-
eje en sus resoluciones al transferir a las mismas la
clasificacion compartida por las investigadoras (Tabla 5)
cuestion que se refleja en el siguiente fragmento de
intercambio durante el grupo enfocado.

246-R1: Para mi, las resoluciones que yo tenia si son
distintas. Una podria estar en la categoria vectores
que es una unidad que ellos dieron, la primera unidad
y prestar atencién a como oriento ese vector y ahi
buscar el punto de interseccion de la recta y el plano,
que es totalmente distinto a igualar las distancias. En
una el concepto-clave es saber como calcular la
distancia de un punto a un plano, abstrayéndose de
que tengo vectores y el otro, bueno, este punto con
este no deja de ser un vector que tiene que tener la
misma distancia (longitud), entonces tengo las tres
condiciones de igualdad de vectores, entonces la clave
estd en eso. Igualdad de vectores y distancia de un
punto a un plano y los pondria como en cuadritos
separados (en columnas separadas en una tabla,
refiriéndose a un modo posible de clasificarlas).
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También, en conexidn con el SCK, reconocen haber previsto
diversidad de representaciones en la planificacion de sus
propuestas, con especial detenimiento en las de tipo gréafico.

También, identifican preguntas efectuadas y otras posibles
de ser formuladas para recuperar la complementariedad
entre enfoques.

CCK SCK
Refuerzo de conocimientos
matematicos en la
experiencia de practica

Contenidos-eje
Diversidad de representaciones y registros
Desmenuzamiento de significados
Preguntas para recuperar la
KCS complementariedad

HCK
Preguntas y su aporte a
la comprension global

Vinculaciones sintético-
analiticas

Prevision de dificultades

KCC

Potenciacion de KCT
justificaciones
Reflexion sobre posibles
futuros errores

Preguntas-guia
Aporte del uso de materiales y recursos
Evocacion de conocimientos previos

Contenidos y topicos
identificados
corresponden al
programa de la asignatura

Figura 7. Aspectos profundizados del MKT de la geometria analitica en R1, R2 y R3.

En cuanto al HCK, a partir de una mirada holistica de sus
propuestas y preguntas planificadas, reconocen el aporte de
ciertos interrogantes-clave para la comprension global de las
resoluciones y sefialan momentos puntuales en los que se
establecen vinculaciones sintético-analiticas.

En vinculacién con el KCS, prevén dificultades de los
estudiantes en la planificacion, tienen en cuenta la
posibilidad de potenciar justificaciones desde la repregunta
y reflexionan sobre errores que surgieron en la
implementacion y que no habian sido previstos. Estos
aspectos sefialados se reconocen en el siguiente extracto
ejemplificador del grupo enfocado.

86-R1: (...) Capaz que el no darle un valor especifico
al parametro cuando das la ecuacién paramétrica,
que era lo que habiamos hablado (en la simulacién en
clase de Residencia) pero bueno, ellos no internalizan
que acda con un valor del parametro tengo ese punto y
como que lo piensan y saben que ese valor es para un
punto en especial pero no pasan eso a la notacion que
usan, entonces puede traer errores... pero no se dio en
la resolucion de esta actividad. Pero bueno, yo no
reaccioné en ese momento, aunque si lo habia
pensado en la clase de Residencia, y siempre esti
bueno hacerlo porque capaz que ellos saben de qué
estan hablando, pero para hacerlo claro para otro
que lo esta escuchando.

Se identifican indicios de un KCT robustecido en la
planificacion de preguntas-guia, al recuperar conocimientos
previos y al reconocer el aporte del uso de materiales
variados. Esto Ultimo surge luego de intercambiar las
experiencias entre residentes; inicialmente cada una se
apega al estilo del docente de la catedra en la que estaban
realizando sus précticas.
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Por ultimo, en relacion con el KCC, se reconoce que los
contenidos recorridos en las resoluciones propuestas
corresponden al programa de la asignatura.

10. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha procurado describir el proceso de
construccién del MKT de la geometria analitica, enriquecido
por la aplicaciébn de diversidad de técnicas e
interpretaciones, en distintas instancias de la formacion
inicial que se ofrece en el PM.

En la Fase 1 se focaliza la mirada en la actuacion de los
docentes de la asignatura Geometria I. En su discurso -en
especial en las instancias de explicacion guiada- y en las
interacciones que los mismos promueven con sus
estudiantes, se logré reconocer que desde sus intervenciones
intencionadas no solo ensefian geometria analitica. Estas
intervenciones dejan traslucir otros componentes del
conocimiento del profesor que se reflejan en la cantidad y
diversidad de asociaciones con los dominios del MKT a
partir del sistema de categorias y subcategorias delimitado
(Tabla 1), que aportan en la cimentacion de las bases en la
construccién del conocimiento profesional docente en sus
estudiantes. Se ha detectado, en este sentido, la centralidad
que adquieren los dominios SCK y HCK en los inicios de la
construccién del MKT. Los restantes dominios (CCK, KCS,
KCT y KCC) completan el conocimiento puesto en juego en
cada explicacion, en cada pregunta que se formula para
orientar bulsquedas e indagaciones y complementan de
manera dinamica el bloque central de conocimientos, al
mismo tiempo que el SCK y el HCK se nutren de ellos (Fig.
8).
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Figura 8. Configuracion del MKT de la geometria analitica.

Estos hallazgos han colaborado en la descripcion de las
condiciones institucionales en las que se inicia la
construccién del MKT de la geometria analitica en los
futuros profesores (primer objetivo especifico).

Sin embargo, al analizar como los aportes de un
conocimiento robusto del profesor en los primeros
acercamientos a la geometria analitica son apropiados y
puestos en accion por los futuros profesores en una instancia
intermedia del trayecto de formacion (Fase 2), se reconoce
que ciertos aspectos relativos al reconocimiento de los
enfoques sintético y analitico de la geometria y de su
complementariedad ain requieren ser profundizados y re-
trabajados. Si bien desde el discurso del profesor y de las
interacciones que se destaca la

promueven se

intencionalidad por enfatizar en la continuidad de los
enfoques y el aporte que un abordaje complementario de los
mismos brinda en la resolucién de situaciones diversas
(Gascén, 2002; Ancochea, 2011; Henriquez y Montoya,
2015), se percibe una escasa provisién de relaciones
explicitas. Por ejemplo, desde la propuesta de actividades en
las que se evidencien limitaciones de las técnicas sintéticas
y, por lo tanto, se reconozca la necesidad de recurrir a las
analiticas o en la que se establezcan relaciones explicitas
entre enfoques (reconociendo cuando se estd aplicando uno
u otro; tal como se propone en las posibles lineas de accion
de la Fig. 9). De este modo se fortaleceria el CCK a la vez
que el uso de representaciones variadas y el establecimiento
de vinculaciones entre enfoques aportarian al SCK y HCK,
robusteciendo el campo del conocimiento de la materia.

Geometrial

MKT - GEOMETRIA ANALITICA

Residencia

~
* Aplicar técnicas sintéticas y analiticas a un mismo problema matematico
*Evidenciar limitaciones de las técnicas sintéticas
*Establecer relaciones entre enfoques
J
‘
* Analizar en profundidad la trama de la geometria diseflos curriculares
*Reformular contenidos y descriptores en pos de la integracion de enfoques
*Diseflar secuencias de actividades que los involucren
J
\
+ Atender a las dificultades de los estudiantes en relacion con la geometria
analitica y ahondar en el estudio de obstaculos epistemologicos
* Anticiparlos desde las instancias de planificacion; asi como reconocer
contenidos-gje y preguntas guia
*Reflexionar sobrelo actuado en pos de la integracion de los enfoques
J

Figura 9. Posibles lineas de accion para fortalecer el MKT de la geometria analitica.

Asimismo, la gran diversidad de aspectos que se
evidencian como fortalecidos en las producciones tanto
escritas como orales de los estudiantes del PM en
instancias intermedia y avanzada de su trayecto en la
formacion inicial indican que se ofrece una formacion
intencionada de la geometria analitica que, lejos de ser
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superficial en los términos en que lo plantean Ponte et al.
(1998) y Corica y Marin (2014), tiende a sentar las bases
en la construccion de un MKT robusto. En este sentido, los
hallazgos compartidos en relacion con las Fases 2 y 3 del
estudio muestran indicios especificos de cémo se
profundiza y acentla el proceso de dicha construccién
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desde espacios curriculares que problematizan las practicas
de ensefianza (segundo objetivo especifico).

Con la intencién de aportar algunas lineas de accion que
propendan al fortalecimiento de la formacion que se ofrece
en el PM, se delinean algunos aspectos a considerar en la
formulacidn de propuestas formativas, en el contexto de las
asignaturas involucradas en el estudio (Fig. 9).

En la obtencion de resultados del estudio realizado
adquieren especial relevancia la integracion de lo
esencialmente matematico y lo didactico que demanda la
tarea de la ensefianza y el impacto que la formacidn inicial
tiene en la construccién de dicha amalgama (Ball et al.,
2008) pues tal como sefiala Shulman (2005) es en la
interseccion entre la materia y la didactica, donde aparecen
indicios clave del conocimiento necesario para la
ensefianza. Y, a su vez, la capacidad de los estudiantes para
transformar sus conocimientos adquiridos en el campo
disciplinar y en el campo pedagdgico en conocimientos
que integren ambos aspectos, da cuenta de una formacion
orientada a tal fin.

Para finalizar, se subraya que el estudio realizado intenta
aportar a la vacancia de estudios empiricos sobre el
conocimiento requerido para la ensefianza de la geometria.
Asimismo, se procura realizar un aporte en la delimitacion
de componentes que configuran el MKT de la geometria
analitica y en cédmo los mismos se van construyendo y
cimentando a partir de una formacion matemética y
didéacticamente intencionada con el propdsito de echar luz
desde la investigacion educativa, en sintonia con lo
propuesto por Ball (2017), acerca de qué es lo que debe
saber un profesor para sostener una ensefianza de la
geometria analitica de calidad.
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