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Resumo
Este artigo apresenta uma Engenharia Did&tiE®D, tendo em vista o ensino da nogdo de série de
Laurent. O citado assunto se apresenta como um estudo compulsério em msibas deu
graduacdo em Matemética no Brasil, no interior da disciplina de Introdugadoavel Complexa.
Assim, como constituidor de um quadro assumido como referéncia ,neoBfidera a perspectiva
de uma andlise proporcionada pelo contexto da Transicdo Complexa do GAldD®, tendo em
vista a identificac@o e registro de elementos de transicdo e elementos de ruptlicignaaos
pelo contato de um grupo de cinco estudsatum professor, com a Teoria das fun¢fes na variavel
complexa. Desenvolvido no Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia elogando Estado do
Ceard- IFCE, no ano de 2015, o trabalho relata um perspectiva de complenatgand adogéo
de um design de investigacdo, tendo em vista 0 uso da Teoria das SiRidéfieas— TSD, com o
escopo de descrever e estruturar situacdes de ensino, ancoradas numa mediacdooque bu
acentuar a visualizacdo como processo impulsionador e mobilizador liecicoentos tacitos e
intuitivos dos alunos patrticipantes da investigacdo. No rol dos dados c®lgidpresentados,
como consequéncia do desenvolvimento de todas as fases prevista por wéa &hjenciados: a
mediacdo do professor participante do experimento se mostrou afetadiaadadgelo uso da
tecnologia (uso do software Geogebra); os estudantes manifestaram intezprétagifivas e
heuristicas, tanto na fase de analise cognitiva, bem como na etapa de experimetdagitgdas
com a nocao de série de Laurent; os estudantes manifestaram um entengionéntermédio da
visualizagdo dindmica da representacdo da série de Laurent. Ademais, os dados andicam
apropriacdo de certos conceitos da teoria por intermédio da lingua maternabdizagdo de
conhecimentos (acfes gestuais e o emprego de metaforas) que extrap@iameza formal e
estrurante do modelo matemético em discussao

Palavras chave:Engenharia Didatica, Transicdo Complexa do Calculo, Ensino, Série detLauren

Didactical Engineering in the Complex Calculus” Transition: the Laurent
series case

Abstract
This article presents a Didactical EngineerinBE, in view of the teaching of the Laurent serie’s
notion. The aforementioned subject is presented as a compulsoryistutgny undergraduate
mathematics courses in Brazil, within the discipline of Introductory tm@ex Variable. Thus, as
constitutor a frame taken as reference in the DE considers the perspéetnadysis provided by
the Complex Transition of Calculus CTC, in order to identify and register some transition
elements and breaking elements, conditioned by a contact of five sfiglenp and a teacher with
the Theory of functions in complex variable. Developed at the Federal InstituiEduaation,
Science and Technology of Ceara “IFCE, in 2015. The paper regpootsiplementary perspective
about the adoption of a research design in order to use the Theory dfidaild&duations- TSD,
with the goal of describing and desiging teaching situations, anchoredédiation that sought to
accentuate the visualization as the catalyst and mobilizing process of a tacit tatide in
knowledege of the students participating of the investigation. In the litheoflata collection
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presented, as a result of the development of all phases planned by DHghdighted: the

mediation of the experiment participant teacher is really affected and modified tgctinology’s
use (the software Geogebra); the students expressed some intuitihewarstic interpretations,
both in cognitive analysis phase, and the experimentation’s phase, reldted_tmrent’s series,
they expressed an kind of understanding, through a dynamic visualipdttbe representation of
Laurent’s series. Moreover, the data indicates the appropriation aa@nancept of the theory
through the mother langue and the mobilization of knowledge (gestural actidrtheamise os
methaphors) that go beyond the formal and mathematical structural mod#ikgussion

Keywords: Didactical Engineering, Complex Calculus Transition, Teaching, Laurent’s series
Engienerie Didactiques

Résumé
Cest article présent un ingénierie didactiqu, compte tenu de I'enseignement de la notion de
serie de Laurent. Le sujet mentionné ci-dessus est présenté comme enebégatoire dans le
nombreux cours de premier cycle en Mathématiques au Brésil, dansifdirtisde L Introduction
a la variable complexe. Ainsi, comme centre sur an cadre pris comme référeack dan
considére le point de vue de I'analyse fournie par le perspective de l@didna@®mplexe du
Calcul- TCC afin d'identifier et d’enregistrer les éléements de transition et des &éaeenupture
conditionnés par le contact d’un groupe de cing étudiants et le profdssamt la Théorie des
fonctions devariable complexe. La recherche a se develloppé a L’Institut Féderal de L Education
Science et Technologie de I'Etat de CearFCE, en 2015. L article presente une perspective
complementaire de |"adoption d"une conception de la recherche afin d u@liZzéréorie des
Situations didactiques TSD, avec le but de décrire et concevoir des situations d"enseignement,
supporté dans une meédiation qui a cherché et accentuer le processus mohiéatanaisssance
tacite et intuitive des étudiantes participant a I'enquéte de investigation. Dans dedistennés
recueillies et présentées, en raison du développment de toutes les phasesagrameeD, ils son
mis en évidence: la mediation de I'enseignement participant de |'expériencate® madifié par
I"uitilisation de la technologie (I"utilisation de logiciel GeoGebra); les étudiants pnérainé
interprétations intuitives et |"heuristiques, tant en phase d’analyse comgeitidla phase
d’experimentation, liée a la notion de série de Laurent, ils ont exprimé f[resEmension grace a
I"éficacité dynamique de la répresentation des séries de Laurent. En outre, les ddigonéstin
I"appropriation de certains concept de la théorie a travers de la langue matetaat®lgtisation
des connaissances (actions gestuelles et I'utilisation de métaphores)tqui dela du formel d¢
modele structurant mathématiques dans la discussion

Mots clés:Engienierie Didactiques, Transition do Calcul Complexe, L enseignement, Sedeardat.

1. INTRODUCAO ainda por decorréncia do vies formalista e estruturalista
(CHOQUET, 1963) aperspectiva de ensino propugnada
Indubitavelmente, inimeros trabalhos desenvolvidos a Pela corrente policefala bourbaki (BOURBAKI, 2006;
partir da década de 80, sobretudo na Franga, DOUADY, 1995a; 1995b), cuja maioria de seus membros
proporcionaram a obtencdo e o acimulo de conhecimentos €ram franceses (MARGOLINAS & DRIJVERS, 2015, p.
cientificos, didaticos e metodolédgicos, relacionados a 895_)- . ) o )
determinados conhecimentos matematicos  classicos, ASSIM, a sinergia de um grupo de especialistas didatas
correspondentes ao contexto do ensino académico franceses evoluiu, com o desenvolvimento de umacgrati
(ARTIGUE, 1984a; 1984b; 198 BROUSSEAU, 1989; sistematica de organizagdpreparacdo e experimentacao
DOUADY, 1984 1993: 2008: MARGOLINAS, 1995: de sessBes de ensino investigativo, capaz de desenvolver

ROBERT, 1986, 1988). No rol dos estudos desenvolvidos, UM corpus cientifico e, que, permitiu a identificacdo de
acentuamos aqueles que se detiveram, de modo particular, inUmeros obstaculos (epistemologicos) e a superacdo de
aos contetdos do Calculo Diferencial e Integral, bem quadros indefectiveis ou realidades de ensino marcadas

como, aos conteddos de Andlise (GRENIER & pea obsolescéncia e anacronismo das pespectivas e/ou
LEGRAND, 1986; ROBINET, 1986; 1992ROBERT, concepcgoes vinculadas ao saber matematico.
1982; 1983) Desge modo, de modo inconteste, por cerca ,d_e 20 anos, os
A tonica geral desses Ultimos estudos, consistiu em ©Scritos em tormno do uso da Engenharia DidatiéD, da
considerar 0 bindmio ensino-aprendizagem, a partir da leoria dos Campos Conceituais, da Teoria das Situacoes
constatacdo de determinados entraves e obstaculos D'daf“F?‘S_ TSD, da Teoria dos Registros de Representacao
recorrentes, identificados no sistema de ensino francés Semidtica- TRRS, da Teoria Antropoldgica do Didatieo
TAD e da Teoria dos modelos CkC produziram a robustez
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cientifica para a demarcacdo da area de pesquisa
investigacdo, denominada de Didatica da Matematica
(ARTIGUE, 1984b; BROUSSEAU, 1986a; 1986b;
BOLON, 1996; BROUSSEAU, 1986a; 1986b; 1994; 1998
LABORDE, 1997).

N&o obstante, quando nos atemos aos prolongamentos
implicagBes dessas perspectivas, tomando como referencia
outroscorpustedricos matematicos, a partir de uma analise
cuidadosa, podemos depreender que, alguns assuntos
especificos permaneceram num oblivio total, até os dias de
hoje (ALVES, 2011; ALVES, 2014a; 2015; HENRIQUES,
2009.

Sendo, vejamos o caso do Calculo em Vérias Variaveis ou
da Teoria das fungBes em varias variavésante da
profusdo de estudos sobre a nocdo de limite, sobre o
processo de derivagcdo e de integracdo produzidos na
década de 80 (GRENIER & LEGRAND, 1986; ORTON,
1983a; 1983b), registramos a aparente escassez e as
correspondentes repercussdes de certas teorias, como a
TRRS, ou como a dialética do instrumento-objeto
(DOUADY, 1983), para o caso de implicagcbes para o0s
limites de funcdes em varias variaveis, ou ainda o processo
de derivacao e integragdo de fun¢des em varias variaveis.
No Brasil, assinalamos a tese de Alves (2011), que
propugnou a manifestdo de obstaculos, semelhantes aos
registrados no caso de uma variavel real, agora, no
contexto da Teoria das funcbes em varias variaveis. De
modo geral, Alves (2011) leva em considera¢do um extenso
periodo de estudos compulsérios dos estudantes na
academia, que podem durar de dois até tres anos.
Formalmente, os estudantes mantém contato com a Teoria
das funcdes em uma variavel real e, algum tempo depois,
com a Teoria das fungBes em varias variaveis (ALVES;
BORGES NETO & DIAS, 2012; LIMA, 2017). Dessa
forma, os fenbmenos relacionados com o ensino e
aprendizagem no referido lapso temporal de estudos
exigem vigilancia constante. E, deste modo, Alves cunhou
o terno Transic¢ao Interna do Calcule TINC.

Segundo a perspectiva do autor, determinados elementos,
quer sejam de ordem metodoldgica, psicolégica,
epistemoldgica, histérica, podem atuar no sentido de
facilitar/impulsionar o acumulo e sistematizacdo de saberes
dos estudantes, ao decurso do contato com a Teoria das
funcdes em uma variavel real, para a Teoria das fungbes em
varias variaveis, em duas ou trés variaveis, por exemplo.
Por outro lado, a partir de uma perspectiva epistemolégica
barchelariang outros elementos de ordem metodoldgica,
psicolégica, epistemoldgica ou histérica podem atuar no
sentido de dificultar, retardar, impedir e, mesmo, causar
lentid6es ao conhecimento a ser adquirido pelo estudante.
De modo prosaico, Alves (2011) nomeou 0s primeiros
elementos comealementos de transicd@nquanto que, o
segundo grupo se relaciona e faz referenciaesentos

de ruptura Em outros manuscritos, Alves (2014; 2015)
desenvolveu uma discussdo que permite a consideracdo de
um lapso temporal académico ainda mais extenso, que tem
seu inicio com o estudo da Teoria das fungdes na variavel

! Introduzido por G. Barchelard em 1938, no campo da
Didatica da Matematica, a ideia original é adaptada por
Brousseau, em 1976. Assim, o mesmo descreve as noc¢des
de obstaculos no ensino de Matematica de ordem
ontogenética, de ordem didatica e, por fim, epistemoldgica.
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real, passando pela Teoria das funcées em varias variaveis,
até findar com a Teoria das fung8es na variavel complexa.

A despeito da escassez de trabalhos no Brasil com tal
tematica, Alves (2015) cunhou o termdransicéo
Complexa do Calcule TCC, para demarcar um periodo de
estudos, e os fendmenos identificaveis a partir da interagéo
alunos - professor — saber matematico, quando
consideramos a passagem da varidvel real para a variavel
complexa, que simbolizamdX = X+ I0= z= X+ 1y).

De modo preliminar, acentuaremos dois elementos
comentados por Alves (2015) que podem, em decorréncia
da mediacdo ou acao metodoldgica assumida, atuar como
elementos de rupturaCom efeito, reconhecemos quase
como um conhecimento matematico legitimo
determinados argumentos explicativos (e metaféricos) no
contexto de ensino do Calculo em uma variavel real.
Assim, na figura abaixo, ao lado esquerdo, Tall (2009, p 5
recorda certos gestos dindmicos capazes de transmitir o
significado matematico da noc¢do de declividade de uma
curva e o comportamento de uma reta tangente ao seu
grafico no plano (ver figura 1)

Por outro lado, ao lado direito, Tall (2009, p. 6) acentua
uma espécie de sensacdo fisica aliada a ideia de
comportamento da declividade ao longo do grafico, pois
um estudante pode compreender e apreender uma acdo
gestual dindmica correspondente ao comportamento de
crescimento, declividade nula e, logo em seguida,
decrescimento. Observamos na figura 1, um cendrio que
proporciona, por intermédio da visualizagdo e relagBes
estabelecidas entre o0 sujeito e o objeto. Em relacdo a tal
intengdo metodoldgica, TaR009, p. 10) assinala que “isto
produz uma versatil abordagem para o calculo combinando
a personificacdo e simbolismo aos quais a nogéo de limite
surge naturalmente no processo, ndo formalmente no inicio
do processo, em que os estudantes manifestam dificuldades
neste topico”.

A discussdo de Tall pode ser demarcada no contexto da
teoria do Pensamento Matematico Avancado (TALL,
2002). O aspecto diferenciado de sua perspectiva reside no
fato de conceber urnorpustedérico capaz de explicar os
fenbmenos de ensino e aprendizagem condicionados por
objetos matematicos pertencentes a teorias abstratas
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Figura 1. Tall (2009; 2011) evidencia o papel

imprescindivel de recurso gestuais e metaféricos para o
ensino do Calculo.
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Na Teoria do Pensamento Matematico Avancado,
registramos uma preocupagdo constante com a
visualizag&o, afim de proporcionar outras posibilidades de
apreensao intuitiva dos objetos matematicos do Célculo e
Anédlise, predominantemente. Por outro lado, com origem
nainfluéncia da perspectiva de Needham (2000), Polya &
Latta (1979) e Wegert (2012), Alves (2015) assinalou os
entraves e obstaculos (MARINHO, 2017) que enfrentamos,
na medida em que, no contexto da Teoria das funcdes na
variavel complexa, buscamos explorar a visualizacédo (ver
figura 2) ou, ainda, inserir, no ritual académico de ensino,
elementos alternativos (acBes gestuais e metaforas
intuitivas), afim de proporcionar um entendimento ou uma
compreenséo tacita e intuitiva para os estudantes.

Na figura 2 divisamos uma espécie de “vulcdo” ou “pico”

de duas montanhas, identificadas por intermédio de nossa
capacidade perceptual (ALVES, 2012).

imaginary

Figura 2. Visualizagdo de “vulcdes” que designam um
sentido/significado metaférico para a nog¢do de
singularidades de funcdes, na perspectiva de Needham
(2000, p. 66).

Nesse sentido, na figura 2, Needham (2000) referencia o
grafico de algumas fungbes na varidvel complexa, que

simbolizamos por T (z) = Re(f(z)+ iIm(f(z2)),

aonde, o termoRe(f(z))= Re(f(X, y)) designa a
parte real de uma fungdof(z),
IMm(f(z)) = Im(f(X,y)) constitui sua parte

imaginaria. Ora, um dos entraves a capacidade cognitiva
dos estudantes reside no fato de que, seu gréfico € um

enquanto que

subconjunto dolR? x IR?. Assim, via de regra, ndo existe
uma abordagenstandard e precisa que proporcione a
visualizagdo de certos conceitos na variavel complexa
(WEGERT & SEMMLER, 2011; WEGERT, 2010; 2012).

Por outro lado, outros problemas especificos podem ser
identificados. Com efeito, pontuamos abaixo a mudanca
notacional envolvendo a nogdo de sequéncias de numeros

reais para a nogcdo de sequéncia de nimeros complexos.

Logo em seguida, identificamos a nocdo de séries de
nameros reais que admitem sua generalizagdo, quando
estudamos a nogao de séries de nimeros complexos.
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E, na dUltima implicagdo indicada'=>"', quando
o0

escrevemosZah(X— %)", fazemos referéncia a uma
n=0

série de poténcias, na variavel real. E, algum tempo depois,

0s estudantes entram em contato com as noc¢des que

indicamos po Z:an(Z—ZO)n (série de Taylor) ou

i%(z— z)'= Y. a(z- %)”++ij a(z g

(série de Laurent).
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Figura 3. Quadro sistemético envolvendo a mudanca
notacional no caso de sequéncias, séries e séries de
poténcias (elaboracéo do autor).

Com origem em uma apreciacdo acodada, poderiamos
inferir que a Unica mudanc¢a significativa notacional na
figura 3 envolve, tdo somente, a substitui¢do da letra “x”

pela letra “z”. O que ndo se mostra evidente se insere num

bojo de inUmeros alteragfes, em decorréncia da introducgao
da variavel complexa. Por exemplo, quando deparamos a

decomposi(;aoz;1 ZZ()%-F y,) :z X, + IZ Y,
E, a convergéncia da sérEZn ocorre se, e somente se,

contarmos com a convergénciaE X, ede Z Y, -

Por outro lado, o registro de concepc¢des inadequadas ou
mal formuladas possui sua histéria inicial, desde o primeiro
contato com a nocao de sequéncias e séries de nimeros
reais. Com efeito, na tese de Robert (1982), deparamos um
estudo sobre a aquisicdo da nogcdo de convergéncia de
sequéncias e séries de numeros reais. De modo geral, a
pesquisadora constatou a manifestacdes de concepcgdes
estaticas (como condicionadas pela definicdo formal ou
simbologias légicas) relacionadas com ambos 0s conceitos,
assim como, registrou a manifestacdo de concepcdes
dindmicas (envolvendo a descricdo verbal dos objetos)
relacionadas com a nocdo de convergéncia/divergéncia.
Robert (1982, p. 437) adverte que “ndo se mostra facil a

tarefa de propor uma imagem mental correspondente a

traducéo da definicdo dee, ) .
E, nas conclusdes de sua tese, Robert assinala:

Ademais, temos constatado que a imagem
cinematica usual da no¢édo, uma das mais antigas
(devido a D"Alembert) e a mais vulgarizada, néo
se mostra propriamente eficaz. E, dentre a
producdo dos estudantes, tendo exprimido o
modelo dinamico existe, quase sempre,

respostas incorretas ou ambiguas, do que
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respostas corretas. Tal constatacdo ndo envolve
apenas as tarefas correspondentes ao modelo

(£,0) de convergéncia, como podemos

constatar em certos exercicios, mobilizamos uma
representacao para a convergéncia.

No excerto acima, deparamos elementos investigados pela
autora, que evidenciam um carater imprescindivel do
entendimento da nocdo de convergéncia/divergéncia, do
ponto de vista dindmico (e ndo apenas estatico) e,
correspondendo a uma producdo de representacdes

Algebra se tornaria incompreensivel sem os
primeiros. (BOTAZZINNI, 1986, p. 127).

Ora, o excerto acima indica de modo claro o apelo aos
métodos matematicos geomeétricos, aliados ao formalismo,
no sentido de disserminar determinadas ideias da Teoria
das funcdes na variavel complexa. Assumimos, pois,

posicdo concorde com Needham (2000), Krantz (1990

2007, Wegert (2012) e, sobretudo, com a perspectiva de
Polya & Latta (1974). Esses Ultimos autores desenvolvem
uma abordagem geométrica, com apelo a determinados

adequadas pelos estudantes participantes do estudo. Ora, deelementos e fendmenos, relativamente ao processo de

imediato, podemos depreender entraves semelhantes,
quando passamos a considerar outros contextos de ensino
(BRIDOUX, 2012; GHEDAMSI, 2009) e com outras
teorias de base fundante, como no caso das fun¢bes na
variavel complexa (BRADEN, 1985; CARTIN, 1995;
CHAVEZ, 2014; GLUCHOFF, 1993; MARQUES &
SOUZA, 2016; PEREZ, 2012; SANTOS, 1998; TIROSH

& ALMOG, 1989; TOMASIUNAS, 2012).

Por exemplo, o processo de integracdo de fungbes na
variavel complexa representa a generalizacdo de certos
elementos que costumeiramente deparamos nha teoria das
funcdes de uma variavel real (BOTTAZZINI, 1986
GRAY, 2015). Shokranian (2011, p. 143) esclarece nossa
ilacéo:

Na teoria das funcbes reais, originalmente, a
integracao foi usada para calcular a area de uma
figura geométrica ou o volume de um solido.

Diferentemente, na variavel complexa, a teoria
da integracdo é uma ferramenta para estudar
funcdes analiticas, tais como os Teoremas de
Cauchy e outros que mostraremos. Por outro
lado, uma das aplicacbes fundamentais das
integrais das func¢des complexas € também o
célculo das integrais definidas de uma variavel
real [...]

A proeminéncia histérica e a mudanca de perspectiva
implementada pelos matematicos profissionais &
comentada por Bottazzini, quando observa que:

Quase a metade do Cours D"Analyse é devotado
aos conceitos de Analise Complexa, que constitui
uma das mais fundamentais obras de Cauchy em
Matematica e, talvez, a mais importante. Em suas
maos, o0 calculo de quantidades complexas se
tornou um instrumento indispensavel de andlise,
perdendo a aurea de mistério e inexplicabilidade
que acompanhou os numeros complexos desde

seu surgimento na solucdo de equacdes
algébricas do terceiro grau. (BOTAZZINNI,
1986, p. 127).

E, pouco mais adiante, comenta ainda que:

Tal incerteza, dominante no final do século,
retrata o testemunho de Gauss e sua relutancia
em tornar plblico sua posicdo em 1799.
Defendeu posicdo de que a interpretacdo
geométrica dos nudmeros complexos e sua
demonstragdo do Teorema Fundamental da
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integracdo de fungdes na varidvel complexa, manifestando
uma interpretacéo diferenciada para a seguinte simbologia

j f(2)dz= j f(x+iy)( dx idy, aonde f &

Ve
uma funcdo na variavel complexa g designa um

caminho no plano complexo.

Por outro lado, a partir de uma intencdo metodoldgica que
entendemos ser diferenciada, Polya & Latta (1974) fazem
agregar significados fisicos para o processo de integracéo.
Nesse sentido, com o escopo de descrever uma
interpretacdo fisica para a classe de funcbes do tipo

f(2) = f(X+1y) estabelecem:

Vamos focar nossa atengdo num ponto em um rio
largo, fluindo de forma constante. Muitas
particulas passam por tal ponto, sempre
particulas diferentes passam, porém, todas
passam com a mesma velocidade se o fluido for
realmente estavel. Todavia, uma certa velocidade
pertence a tal ponto, representada por um vetor
possuindo uma magnitude definida e dire¢do. De
modo geral, a cada ponto da corrente fazemos
corresponder um vetor, representando a
velocidade do fluxo no ponto. O fluxo constante
de um rio nos sugere um importante conceito de
campo de vetores. (POLYA & LATTA, 1974, p.
61)

O expediente dos autores acima evolui, com o cuidado
matematico necessario e com 0 escopo que pensamos ser o
mais importante e vinculado ao nosso assunto na direcédo
de uma interpretacdo fisica de uma integral de linha, para
funcdes de variavel complexa. Com efeito, com arrimo do
apelo mnembnico que vislumbramos na figura 4
compreendemos o esforco metodolégico dos autores no
sentido de uma transposicao didatica (CHEVALLARD,
1991), de cunho intuitivo e interpretativo. De modo
simbolico, fornecemos uma tradugdo correspondente como
segue

j f(2)dz= j Re( f(2))dz |j im(f(2))d:

C C C
(TRABALHQ

(ver figura 4), aonde tomamob(Z) =W .

( FLUXQ
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wdz = work + i flux
C

Figura 4. Polya & Latta (1974, p. 146) propugnam uma
significacdo fisica para a nocao de integral de linha

Para concluir nossa secdo preliminar, acentuamos o0s
seguintes elementos: (i) o carater abstrato de varios
conceitos na Teoria das funcdes na variavel complexa
proporciona entraves ao ensino e a aprendizagem
semelhantes ao caso da Teoria das fun¢des da variavel real,
todavia, pouco conhecidos e discutidos na literatura; (ii) o
carater abstrato de varios conceitos na Teoria das funcbes
na variavel complexa dificulta a exploracdo heuristica,
intuitiva dos conceitos, por intermédio da visualizacéo e
percepcao de propriedades gréfico-geométricas.

Ora, a partir das considera¢gfes anteriores, realizamos um
primeiro passo para deflagarmos um processo investigativo
e perquiridor, que detesea ao ambito daTransicéo
Complexa do Célculo- TCC. Ademais, no extenso
repertorio de conceitos fundantes da Teoria das funcdes na
variavel complexa, restringir-nos-emos ao caso da série de
Laurent (figura 3, ao lado direito), que prevé a descri¢do de
uma funcdo analitica, em termos de um desenvolvimento
em séries de poténcias (BRADLEY & SANDIFER, 2009;
CONWAY, 1978; KRANTZ, 2008; 2009; GONG, 2001;
GLUCHOFF, 1993; SCHWERDTFEGER, 1979).

Assim, na proxima secdo, elegeremos o0 percurso
investigativo a ser seguido e, portanto, estabeleceremos os
pressupostos necessarios para sua realizacdo. Por
conseguinte, diante do quadro descritivo anterior
elegeremos a seguinte pregunta norteadora da investigagao:
De que forma a visualilizagao e a exploragdo sistemética da
intuicdo, no contexto de ensino de série de Laurent, pode
concorrer para a evolucdo de aprendizagens que ndo se
mostrem restritivas ao quadro de representacles
algoritmicas e a um trato eminentemente formalista?

2. SOBRE A ENGENHARIA DIDATICA -ED

Como consequéncia da organizagéo cientifica e a sinergia
implementada na Franca, sobretudo no final dos anos 60 e,
com maior proeminéncia, entre as décadas de 80 e 90,
constatamos a demarcacdo e a evolucdo, gracas a um
processo cumulativo de escritos cientificos, da pesquisa em
Didatica da Matematica (BROUSSEAU, 1986; 1988;
1994). Tal vertente de estudos adquiriu um substrato
cientifico em decorréncia, originalmente, do interesse em
torno dos fendmenos relacionados com o ensina e
aprendizagem em Matematica, em seus diversos niveis
(ARTIGUE, 1989; 1995; BOSCHET & ROBERT, 1983;
DOUADY, 1995a; 1995b).

Sendo assim, uma profusdo de trabalhos permitiu a
consolidagdo e a demarcacdo de um campo de estudos,
bem como a evolucdo de uwhesgn de investigacéo
cientifica, que se apoiou numa metafora que remete a um
planejamento sistematico de um engenheiro, tendo em
vista a concepc¢do e ajuste de um projeto preciso. Desse
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modo, a terminologia Engenharia Didatie&D foi usada
para designar umodus operandile investigacdo ou ainda
como “uma metodologia para o analise de situagdes
didaticas” (BRUM & SCHUHMACHER, 2013) e, também

Trata-se de etiquetar, de certa forma, uma forma
de trabalho didatico, comparavel ao do
engenheiro, para realizar um projeto preciso, se
apoia sobre diversos conhecimentos cientificos
de seu dominio, aceita a se submeter a um
controle do tipo cientifico e, ao mesmo tempo, se
encontra obrigado a trabalhar com objetos mais
depurados da ciéncia [...] (ARTIGUE, 1996, p.
243)

A constatacdo da ED como metodologia de pesquisa se
caracteriza como um esquema experimental baseado num
conjunto de experimentacfes e realizagbes didaticas em
sala de aula. Artigue (1996, p. 247) indica as seguintes
etapas: concepcao, realizagdo, observagdo e a analise de
sequéncias de ensino. Mas, do ponto de vista da acéo
experimental e tempo investigativo, Artigue distingue
ainda: (1) fase de analises preliminares; (2) fase de
concepcado e andlise priori das situacdes didaticas; (3)
experimentacdo e, por fim, (4) andlise posteriori e
validag&o de todo aparato tedrico construido.

Por outro lado, a vertente francofona se distinguiu a partir
de uma tradicdo, no d&mbito da pesquisa, envolvendo um
cardter de complementaridade entre varios quadros
tedricos. Dessa forma, adotaremos a Teoria das Situacdes
Didaticas— TSD (BROUSSSEAU, 1986a; 1986b), tendo
em vista a elaboracdo de situacdes-didaticas que
proporcionem as interacdes desejadas envolvendo a triade
sujeito — professor— conhecimento matematico e seu
resultados  excelentes no campo  experimental
(MARGOLINAS & DRIJVERS, 2015, p. 901).

Temos, pois, o interesse no controle, previsdo, predicdo e
replicac@o dos elementos identificaveis da triade ha pouco
mencionada. Nesse sentido, Brousseau fornece a indicagéo
de elementos essenciais praxis do professor, ao
mencionar que € necessario “poder comparar, ndo apenas

os resultados, mas também as condi¢cdes nas quais eles
foram obtidos e de modo que tais condigcbes sejam
reprodutiveis.”. (BROUSSEAU, 1986, p. 3). Outrossim, o
pesquisador esclarece a possibilidade de “reproducéo” no
ensino de Matematica, quando acrescenta ainda que

Esta reprodutibilidade implica uma descricao,
ndo ingénua, de todas as condi¢cBes observadas,
mas seletivas e que repousam sobre uma escolha
pertinentes as variacdes possiveis de efeitos
reconhecidos. A reprodutibilidade repousa, entéo,
na compreensdo dos fendmenos fundamentais,
isto € do tecido de relagbes atestadas,
constituindo a teoria e permitindo se escolher as
condicdes de ensino, de explicar seus efeitos e de
prevé-los. (BROUSSEAU, 1986, p. 3).

O excerto anterior, inaugura uma preocupagdiogeneris

com um olhar sistematizado e cientificizado para os
fendbmenos relacionados com o ensino e aprendizagem em
Matematica. Para finalizar a secdo atual, antecipamos o
propdsito do porvir abordado no préximo segmento. Com
efeito, a primeira fase da ED, nomeada de analises
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preliminares, possui como um dos objetivos (e escapo)
“identificacdo dos problemas de ensino e de aprendizagem

do objeto de estudo e delinear de modo fundamentado as
questbes, as hipéteses, os fundamentos teéricos e
metodologicos da pesquisa” (ALMOULOUD, 2007, p.

172).

3. ANALISES PRELIMINARES

Artigue (1995, p. 38) explica que uma investigacdo de ED,
na fase preliminar de concepcao, se baseia em um quadro
tedrico didatico geral e em conhecimentos adquiridos no
campo de estudo. Os elementos mais frequentes
considerados nas analises preliminares, sdo apontados por
Artigue como: andlise epistemoldgica dos conteldos
contemplados no ensino; analise do ensino tradicional e
seus efeitos; analise das concepgfes dos estudantes, as
dificuldades e obstaculos que determinam sua evolugéo;
andlise do campo de restricbes de onde devemos aituar
realizac@o didatica efetiva. Todos os elementos anteriores
sdo desenvolvidos em termos dos objetivos de trabalho
adotados na presente investigacao.

De um ponto de vista macro, podemos afirmar que “a
primeira fase se estrutura em torno de uma andlise do
funcionamento do sistema [...]” (ARTIGUE, 1995, p. 39).

Ndo obstante, nos parecem pouco identificaveis os
elementos de nosso interesse. Assim, acentuamos o papel
das concepcgbes dos estudantes participantes do estudo,
bem como uma analise epistemoldgica dos contetdos e do
ensino atual, representado pelas abordagens presentes no
compéndios de livros (CECILIA & BERNADEZ, 2008;
LINS NETO, 1996; SOARES, 2014)

Nesse sentido, Laborde (1997) fornece uma explicagdo
pormenorizada para esses dois elementos. Com efeito,
Laborde (1997, p. 104) indica trés categorias de interesse
em tais estudos produzidos, sobretudo, no final dos anos 80
para o inicio dos anos 90, a saber. a dimensao
epistemolégica, a dimensdo cognitiva e a dimensédo
didatica. A primeira dimensdo adquire proeminéncia
natural, tendo em vista que, a vigilancia do pesquisador no
que concerne aos conteados matematicos de uma sequéncia
de ensino e de que modo pode atuar/modificar sua
transmissdo em situacao

A dimensdo cognitiva ¢ constatada por “alguns trabalhos

que procedem uma andlise fina das concepcdes
preliminares dos aprendizes antes da aplicacdo de uma
sequéncia” (LABORDE, 1997, p. 105), o que pode ocorrer

de modo interno (ao cabo das primeiras situacbes
relativamente as quais os estudantes sdo confrontados), ou
de modo externo (a partir da comparacdo e apreciacdo de
outras investigacdes que fornecem dados sobre concepcdes
possiveis dos sujeitos).

Ademais, desde que assumimos uma posi¢cdo concorde
com Artigue (1989; 1995), levamos em consideragédo o
campo de restricdes e identificacdo do campo matematico
de nosso interesse. Desse modo, no que concerne ao NOSSO
terreno epistemolégico de consideracdo, advertimos que a
simples mudanca da variavel real para a variavel complexa
proporciona ao estudante um quadro de injuncdo que
estabelece uma diversidade dmks conceituais no
contexto do estudo de séries de poténcias (ALVES,
2014d)..
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Por exémplo,

S(x) =

sabemos que o0 simbolo matematico

o0

D> a(x ¥)". ondea elR e xelR ¢ a

n=0

variavel, representa uma série de pait&s. “Na variavel
complexa, a situagdo é semelhante, de modo que a série de
poténcia €é uma série infinita indicada por

S(2=>_ a(z— g)"" (SHOKRANIAN, 2009, p.

n=0
229).
Uma interpretacéo pouco cuidadatailacdo do autor no
paragrafo passado pode transmitir a impressdo de que sdo
poucas as mudancas conceituais em questdo. N&o obstante,
aparentemente, o foco do mesmo foi direcionado apenas
para a notacastandardempregada no trato desses objetos.
Por outro lado, podemos nos ater a outros elementos,
nomeadamente, aqueles de ordem topoldgica
(SCHWERDTFEGER, 1979) e que permitem divisar
outros aspectos que extrapolam um simples sistema
matematico notacional particular (figuras 5 e 6).
Com efeito, outro elemento que merece atencdo e
representa papel de destaque no contexto do estudo de
séries, diz respeito a nogao de convergéncia. Neste sentido,
assinalamos que “um problema principal ¢ a determinagdo
da convergéncia e a analiticidade das séries de pote@cias.
mesmo foi considerado como um problema principal para
as series de potencias reais em Calculo” (SHOKRANIAN,
2009, p. 230).
Nas figuras 5 e 6 trazemos alguns desenhos (figuras)
sugeridos por Needham (2000), em seu livro intitulado
Visual Complex Analysis afim de significar um

comportamento previsto e esperado para as reduzidas de
K

ordem ‘k’, denotadas por S<( 2= Z a,(Z— g)n, de

n=0
uma série de poténcia, ha medida em que aguardamos sua
convergéncia (visto que tendem a se acumular num disco,
centrado em um ponto ‘p’, de raio pequeno).

Figura 5. Needham (2000, p. 227) fornece uma
interpretacdo geométrica para a noc¢ao de convergéncia de
uma série de poténcia na variavel complexa por intermédio
de suas reduzidas
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E, quando nos atemos aos elementos de ordem histéricaem &,, =

torno do nascedouro ela evolucdo da nocdo de
convergéncia, compreendemos 0s indmeros percalgos e
obstaculos enfrentados por matematicos profissionais ao
decurso de séculos (BOTTAZZINI & GRAY, 2013;
DEBNATH, 2015; HAIRER & WANNER, 2008;

MEDVEDEYV, 1991; ROBINET, 1984).

Figura 6. Needham (2000, p. 67) evidencia o carater

geomeétrico das séries de poténcias.

Nos parédgrafos anteriores, referenciamos a dimenséo
epistemolégica do interesse de nosso estudo. Reparemos,
todavia, que ocorrem varios elementos da dimensao
didatica que se mostram intimamente relacionados com os
elementos que indicamos ha pouco, atinentes a dimenséao
epistemolégica. Ademais, quando buscamos compreender
0 ensino atual, se torna preemente, a consideracdo e
apreciacdo dos compéndios atuais, publicados em nosso
idioma (ou o exemplos de outros paises). Dessa forma,
enunciaremos um teorema e um criterio de convergéncia

de séries de numeros comple(<§zn), que prevéma

descricdo de uma série de poténcias em termos do
desenvolvimento de Laurent e que possui lugar invariante
nas obras do género.

Teorema (de Laurent) Suponhamos quef é uma funcéo
analitica em um ane, ={Ze[ |p1<| z- %|<,02},

onde O< p, < p, <+o0o. Entdo, f tem uma

representacdo em série de Laurent centradazgm ' ,

(e}

f(2)= Z a.,( z— g)n , que é valida para

N=—oco

todo Zze A)WZ. Além disso, os coeficientes sdo dados por

2 Pierre Alphonse Laurent (1813 1854) empregou
algumas ideias fundamentais de A. Cauchy, para a
descricdo do teorema que leva seu nome (BOTTAZZINNI
& GRAY, 20144, p. 171).
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1 j‘ f (<&)ds
27z Jle—zl=r (& — z, )"

‘r’ € qualquer nimero emr € (pl, pz) :

N&o tencionamos desenvolver sua demonstracdo formal
aqui, ndo obstante, com arrimo na figura 7, acentuamos a
Unica figura, recorrentemente explorada pelos autores de
livros, em sua demonstracéo formal.

onde

(AT
N

Figura 7. Figura explorada para a demonstracdo do
teorema de Lauren{CECILIA & BERNADEZ, 2008, p.
151)

Critério de Cauchy: Uma condicdo neceséria e suficiente

para que a sérit{ Z, seja convergente, € que, para todo
n>0

£>0, exista N, 20, tal que sem> N=ny, entdo

j=m
|Zo+ Za++ =20 3
j=n

NS NETO, 2012, p. 28; FLANIGAN, 1972, p. 209)

< & (U

Por outro lado, a ultima dimensé&o a ser tomada nas andlises
preliminares, diz respeito a dimensdo cognitiva. Dessa
forma, recordamos mais uma vez 0s ensinamento de
Laborde (1997, p. 105), sobre o carater imprescindivel do
nosso conhecimento sobre as possiveis manifestacdes das
concepcgdes (dimenséo cognitiva) do sujeitos participantes
do estudo atual.

Artigue (1995, p. 40) esclarece ainda que a dimensédo
cognitiva ¢ “associada as caracteristicas cognitivas do
publico alvo, o qual, se dirige o processo de ensino”. Isto &,

em dependencia do nosso publico de interesse, se torna
imprescindivel uma andlise preliminar das concepges e
habilidades dos sujeitos envolvidos no experimento.

Isso posto, declaramos que nosso estudo foi desenvolvido
no Instituto Federal de Educacéo, Cientifica e Tecnoldgica
do Estado do Ceara IFCE, em 2015. Participaram do
estudo um grupo de seis anos, todavia, os dados a serem
discutidos de todas as secbes envolvem a producdo dos
alunos 1, 2, 3, 4 e 5, com dois encontros, com duracéo de
duas horas para cada encontro

E, tomando como referencia a perspectiva da TINC e da
TCC, buscamos identificar na mediagdo de um professor,
determinados elementos que concorrem para a
aprendizagem da nocao de série de Laurent, assumindo a
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visualizacdo como fator impulsionador e mobilizador de
conhecimentos que extrapolam os saberes formais e
estruturais da Teoria das funcdes na variavel complexa.
Diante disto, definiremos a seguinte questdo de
investigacdo: Em se considerando o contexto da Transig&o
Complexa do Célcule TCC, que elementos concorrem ou
atuam, como elementos de transicdo e como elementos de
ruptura, numa mediacdo de ensino que evidencia a
visualizacdo como elemento imprescindivel no ensino e na
aprendizagem para a no¢ao de série de Laurent?

Ora, com origem no questionamento anterior, definiremos
ainda: (a) Que elementos de transicdo e elementos de
ruptura sao identificaveis numa mediagcdo que a assume a
visualizagdo como imprescindivel? (b) Que elementos de
ordem intuitiva, relacionados com a série de Laurent, se
manifestam, ao decorrer das atividades dos estudantes?

Em nosso caso, o modelo matemético condiciona,
fortemente, todas as estratégias, a¢Bes e decisbes dos
aprendizes em torno do estudo de série de Laurent. Essa
variavel didatica é prevista, de modo geral, por Brousseau
(1986, p. 412). Por isso, as variaveis micro-didaticas que
apontaremos (responsaveis por uma analise local na
experimentacdo) sdo correlatas ao que Brousseau (1986)
nominada de situacdo-didatica

Além disso, nas situacfes didaticas abordadas nas andlises
preliminaresjue buscamos apresentar, desejamos que “elas
permitam adaptacdes dos alunos, na medida em que tomam
decisdes e as modificam” (BROUSSEAU, 1986, p. 440).
Doravante, os dados apresentados foram analisados tendo
em vista a identificacdo delementos de transicae
elementos de rupturaObservamos que, 0S momentos
registrados da mediacdo do professor participante do
estudo ficou restrito ao caso da nocao de limite de funcdes
na variavel complexa, a nogdo de funcdes derivaveis na
variavel complexa e um caso preliminar envolvendo a
nocao de convergencia de uma série de poténcia.
Certamento, os dados abordados constituem parte de um
conjunto maior e, os que discutiremos logo na sequéncia
servem para responder, pelo menos provisoriamente, na
sec¢do atual, aos questionamentos indicados ha pouco (item
(a) e (b)).

Assim, antes de iniciarmos uma discussdo sobre uma
apreciacdo preliminar das concepcdes dos estudantes,
acentuamos a perspectiva de Bolon (1996, p. 75), quando
recorda que:

A organizacdo da sequéncia repousa sobre a
hipétese de que a crianga constréi novos
conhecimentos a partir dos conhecimentos
anteriores, na necessidade e em condi¢cdes de
reestrutura-los. O papel do professor se insere em
favorizar a articulacdo entre os antigos saberes e
0S novos, proporcionando um novo procedimento

® Em sua tese, Brousseau (1986, p. 297) lembra que a
acepcdo moderna de ensino, busca exigir do professor a
provocacdo de mudangas e alteragcdes desejaveis no
estudante. Ademais, diante das tarefas, o aluno deve aceitar
a demanda da tarefa colocada pelo professor (devolucao)
Nesse contexto, uma situacdo didatica envolve um

processo investigativo, com a presenca e coordenacao do
professor. Por outro lado, numa situacdo em que

identificamos a auséncia de uma acdo pedagdgica
intencional, € nomeada por situacédo a-didatica.
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de resolucdo, procedimento que resultard num
novo conhecimento.

Na figura abaixo, registramos um momento da mediagdo

em que o professor explorou acdes gestuais e a producdo
de conjecturas explicativas relacionadas com a no¢édo de
derivabilidade. Na figura 8, o aluno 1, buscou significar,

por intermédio de acdes gestuais (elementos de ordem
intuitiva), a existencia de uma reta tangente ao grafico de
uma funcéo, no caso de funcdes de uma Unica variavel real

Figura 8. Na analise preliminar, registramos uma

mediacdo do professor que buscou fortalecer os elementos
de transicdo, no que concerne a nogdo de
diferenciabilidade.

Ainda com referéncia ao aluno 1, registramos 0 momento
da mediacdo que buscou explorar alguns elementos de
transicdo, na medida em que, no caso da Teoria das
funcbes em uma variavel real, os alunos esperam a
existencia de uma reta tangente ao grafico da funcéo.

J& na Teoria das fun¢cbes em varias variaveis, o aluno 2
(ver figura 9) designou um modelo dialégico e gestual,
pelo uso de uma folha de papel e do apagador, tendo em
vista a existencia esperada de um plano tangente a
superficie de uma funcdo em duas variaveis reais. Na
figura 9, registramos 0s momentos didaticos que
envolveram aspectos cognitivos mobilizados na abordagem
do professor investigr.

Nesse caso, percebemos que a intengdo didatico-
metodologica do professor ndo se restringiu aqueles
elementos de ordem formal e estruturante, peculiar ao
estilo ortodoxo da Matematica, no ambito académico. Os
elementos de transicdo, nesse caso, sao identificaveis, na
medida em que, a acdo intencional de ensino buscou
relacionar, reinterpretar e readaptar o0s saberes
(conhecimentos) institucionalmente veiculados em etapas
anteriores, ao momento atual do grupo de aluno,
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matriculados na disciplina de
complexa.

Divisamos nas quatro e sucessivas imagens e apelo ao lado
gestual e metaférico, com o escopo de interpretar e
transmitir o sentido da no¢do de diferenciabilidde de
funcdes em uma variavel real (reta tangenge ao gréfico) e
em varias variaveis (plano tangente). Paulatinamente, o
aluno 2, com o auxilio préximo do professor, manifestou
sua interpretacdo tacita e individual sobre o progressivo
processo da nocdo matematica de diferenciabilidade,
quando nos atemos ao contexto da teoria das funcGe em
uma variavel real, passando pela teoria das funcdes em
varias variaveis e, por fim, exemplificando com um apelo
gestual conjunto, inclusive com o auxilio do professor, o
caso da teoria das fungbe na variavel complexa (ver figura
10). Vejamos asfiguras 9 e 10.

Introducdo a variavel

Figura 9. Na analise preliminar, o alung @esenvolva
uma atividade conjectural explicativa do fenébmeno da
diferenciabilidade para uma variavetm varias variaveis.

Na mediacdo didatica desenvolvida pelo professor
participante do estudo, com base na figura 8, deparamos
um momento em que houve a exploracdo intuitiva de
elementos que proporcionam a transicdo das concepcdes
elaboradas e construidas pelos sujeitos no caso da variavel
real em direcdo a varidvel complexa. Nessa imagem (figura
10), tanto professor e aluno 1 participaram de uma acao
gestual conjunta que buscou representar a identificacdo de
dois planos tangentes correspondentes as partesereal
imaginaria de uma funcao
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Figura 10. Ainda no caso do aluno 1, o professor
participante do estudo auxiliou o estudante na obtencédo de
uma acdo gestual que corresponde a existencia de dois
planos tangentes para fun¢8es na variavel complexa.

Mas, desde que encontramos alguns relatos indicando as
limitacoes do software Geogebra(ALVES, 2015), no
tocante a descricdo de funcdes reconhecidamente
complexas, a mediacdo do professor envolveu, assim, o uso
em carater de complementaridade, de doifwares Na
figura 9, observamos o momento em que o professor
buscou transmitir ao aluno 4, a significagcdo grafico-

geométrica da nocéo de derivabilidade da seguinte fungdo
f(n_ P —cosezyst
J5
1+ «/g
2

No contexto de discussdo da figura 11, registramos o
dialogo entre o professor e o aluno 3:

com

Z=X+iye ¢= > 0 (ALVES, 2015),

Professor: Eu peguei essa funcdo e separei a
parte real e parte imaginaria. Agora, qual seria a
interpretacdo possivel. Por exemplo, essa funcéo,
gue valores complexos edasume?

Aluno 3: Isso aqui €é o0 cosseno
hiperbdlico....Acho que o plano...acho que a
superficie....designada...pode ser uma superficie
no espaco.

Professor: Repare que a aqui temos a parte real.
Nesse ponto, desejamos determinar um plano,
como vocé vé ai no computador. Feita a
construgdo, quero saber se, no ponto, podemos
determinar um plano. Pergunta: a parte real da
funcdo na variavel complexa é diferenciavel?
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Aluno 3: Ha, nesse ponto é diferenciavel, pois se

aproxima por um plano tangente na superficie. A

ideia é retirada de um teorema desde que aprendi
nos Calculos.

Nas declara¢des anteriores, constatamos uma mediacéo e a
mobilizacdo de conhecimentos a partir da interacdo visual
dos objetos matematicos em discussdo. Até aqui,
observamos o estimulo do professor sobre a atividade de

producdo de conjecturas do aluno 3. E, dando
continuidade, registramos ainda:
Professor: Geometricamente, o que isto
significa?

Aluno 3: Geometricamente, no plano existe uma
reta. Mas, no espago, conseguimos determinar
um plano que tangencia e superficie. Indica, aqui,
se esse plano for ta@ge, a diferenciabilidade. ..

Professor: Vocé tem certeza disso? Temos um
indicio da diferenciabilidade?

Aluno 3: Certeza disso nio...se tiver um plano é
apenas um indicio. Tem que ver se podemos
determinar em todo ponto da superficie. E,
guando conderamos a parte imaginaria....pelo
mesmo principio, se determinarmos um plano na
parte imaginaria da fungéo...

Professor. Agora, vocé pode relacionar a
definicho de derivabilidade na variavel
complexa?

Aluno 3: No plano se diferenciavel admite uma
reta. Em varias variaveis, teremos um plano. E,
no caso da variavel complexa, teremos dois
planos. E, assim, ela vai ser diferenciavel na
parte real e na parte imaginaria e, nao
necessériamente teremos o mesmo plano. Serdo
dois planos, um para parte real e outro para a
parte imaginaria.

No trecho anterior, registramos a ocasido da atividade de
producéo de conjecturas, por parte do aluno 3 e, em meio
de suas declaracfes, identificamos um elemento de
transicdo correspondente, no contexto da Teoria das
funcdes na varidvel complexa. Reparemos o argumento
sobre a existencia de doiss planos tangentes (ALVES,
2016), no cenério de aprendizagem que vislumbramos na
figura 11
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Figura 11. Em algumas situacdes, o professor explorou o
CAS Maple afim de proporcionar a visualizagdo de
determinadas funcdes e o entendimento da nocdo de
diferenciabilidade, do ponto de vista geométrico.

Agora, com origem na figura 11, registramos a discussao
desencadeada a partir da inspe¢do do grafico da funcao

f(2)= ¢Z_Coj(§z)'¢z

seu carater de diferenciabilidade, o aluno 2 respondeu:

. Quando questionado sobre

Aluno 2: A representacdo do CUV consiste em
obtermos um certo ponto, em que a funcdo é
derivavel nesse ponto, e dai consigo tracar uma
reta que tangencia esse ponto. Nesse caso esta no
espaco IRXIRXIR.

Assim, com origem nas declaracbes anteriores, o

fragmento do registro do dialogo estabelecido entre os

alunos 3 e 2, e o professor, observamos a exploracdo de um
elemento de transicdo correspondente a nocao de
diferenciabilidade, na medida em que o professor buscou
recontextualizar os conhecimentos anteriores do estudante,
para o ambito das funcdes na variavel complexa.

Por outro lado, ainda no contexto das analises cognitivas,
se mostra imprescindivel, tendo em vista nosso interesse
declarado nas secdes iniciais, pela acdo do estudante
estimulada pela visualizagdo da nocdo de limite

[Iimf(z) =L

z—>a
momento de sensibilizacdo e introducdo da tecnologia na
mediacao proposta pelo professor ao decurso da disciplina
Introducado a Variavel Complexa

j , podemos constatar, na figura 12, um
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Figura 12. Registramos na mediacdo do docente a
exploragdo dos recursos tecnoldgicos tendo em vista a
visualizagdo da nog&o de litmi com o uso do software
Geogebra.

Com arrimo nas informacdes registradas na figura 8,
podemos depreender que foram mobilizadas concepcdes
adequadas, a partir da exploracdo do software Geogebra.
De fato, em vérias ilagBes produzidas pelos alunos 1, 2, 3,
4 e 5, divisamos a mobilizagdo de um saber que extrapola
os limites logicizantes da propria Matematica.

Vale assinalar que, no ambito da perspectiva da Transi¢do
Complexa do Calculo-TCC, Alves (2014) acentua o
carater imprescindivel da exploragédo de elementos tacitos,
intuitivos, que questionam o papel da hegemoénico da
certeza matematica. Ora, a manifestagdo subjetiva da
certeza pode ser reforcada numa mediacdo de ensino que
negligencia, por exemplo, o papel dos contraeexemplos.
Para exemplificar nossa ideia, na figura 13, ao lado
esquerdo, Needham (2000) explora a visualizacdo da
regido do plano complexo correspondente ao carater de
convergéncia de uma série de poténcia. Em contrapartida,
ao lado direito, na mesma figura (figura @jvisamos a
regido de convergéncia e outra de divergéncia.

Needham (2000, p. 69) adverte a possivel identificacdo de
uma regido, na qual, o sujeito ndo consegue afirmar ou
infirmar nada sobre o carater de convergéncia. Divisamos
sua representagdo correspondente a regidao do plano
complexo em que pode ocorrer o “anel da duvida”. (ver
figura 13).
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Figura 13. Needham (2000, p. 6%iscute a identificacao
da regido de convergencia de uma série de potencias, bem
como a possivel identifica¢do do “anel da dtavida”.

Podemos agora confrontar as informacdes exibidas nas
figuras 13 e 14. Dessa forma, registramos a acéo
investigativa do alum 3, que buscou compreender e
determinar uma regido correspondente ao “anel da duvida”.

Na figura abaixo, o aluno verbalizou, gesticulou e produziu
uma atividade conjectural relacionada com o
comportamento de incerteza da série de potencias
explorada com software GeoGebra

Figura 14. O aluno 3 desenvolveu uma atividade
investigativa de determinagdo do “anel da duvida”
correspondente a uma série de potencias.
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Na figura 15, registramos uma tarefa (situacdo de
devolucdd), que envolveu a determinagdo grafico-
geométrica do anel de convergencia de uma série de
potencias segundo a descricdo de Laurent (teorema). Na
referida tarefa, observamos que o professor estimulou o
aluno da determinacéo/discriminacdo, de uma regido no
plano complexo em que podemos esperar a convergencia,
de acordo com certos teoremas institucionalizados pelo
professor.

N&o obstante, a construcdo explorada com o software
GeoGebra, buscou acentuar o comportamento do
desenvolvimento de Laurent na frontera da regido anelar,
assim, o efeito metodolégico final, consistiu em criar um
ambiente de incerteza e de discusdo com o0s estudantes,
posto que, nenhum estudante conseguiu determinar, de
forma precisa, a regido de convergencia no plano.

Com efeito, na figura 16, registramos a interacdo entre o
prefessor e o0 aluno 4. Reparemos que, na figura 16, ao lado
esquerdo, o aluno 4 observou o comportamento dinamico
da divergencia da representacdo correspondente a série de
Laurent. Por outro lado, ainda na figura 16, agora na
imagem do meio, o aluno 4 comegou a acompanhar e
descrever, por intermédio de uma relagdo Vvisual,
estabelecida com o objeto matematico (série de Laurent),
seu comportamento progressivo de convergencia. E, por
fim, todo o processo manipulativo dindmico que
vislumbramos na figura 15, culminou com a identificagéo
do comportamento de convergencia, fato que se mostra
inexequivel sem o suporte computacional (ALVES, 2015)

Figura 15. Com a exploracdo dsoftware Geogebrao
professor proporcionou a visualizacdo e uma atividade
investigativa em torno do “anel da duvida” relacionado

com a nocado de série de Laurent e um processo dindmico
de convergencia/divergencia.

4 Segundo Margolinas (1995, p. 342) envolvem acdes do
professor visando encarregar o aluno da responsabilidade
da elaboracdo das estratégias de resolucdo para uma
situacéo dada.
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No fragmento abaixo, constatamos que o estudante
desenvolveu uma atividade investigativa guiada por sua
capacidade perceptual e visualizacdo para o entendimento
dindmico das relagdes matematicas em jogo. Aqui,
deparamos, de maneira inequiviga concepcdes
dindmicas sobre a no¢éo de convergéncia.

Aluno 3: Ai, é nesse momento que ela passa de
divergente para convergente....eassa regido ai é
de divergncia...aparentemente divergente...

Figura 16. O aluno 3 buscou confrontar o modelo

matematico formal (ao lado esquerdo), previsto pelo
teorema com o modelo computacional explorado com o
software (ao lado direito).

Trazemos, logo em seguida, alguns trechos do audio
envolvendo a discussao entre o professor e os alunos 3 e 4.
O episddio envolveu a introducgdo, por parte do professor,
do “anel da davida” (ver figural6). De fato, observamos
gue a intengdo didatica do professor envolveu uma
introducdo do termo ou terminologia que sofreu
apreciacgédo, analise e julgamento da turma.

Todas as acdes foram apoiadas na visualizagdo tendo como
escopo o debate entre o grupo dos alunos. Todavia, 0s
dados mais representativos (ndicadores de nossas
hip6teses) foram produzidos apenas pelos alunos 3 e 4.

Professor: Se eu souber que ela converge...

Aluno: Eu ja sei que essa é a lei de formacgéo
dela....

Professor: Néo...muito forte. Para cada variacao

do numero complexo, eu vou somar de acordo
com essa férmula. E, estou somando um ndmero
complexo, um vetor. Ai, voce vai indicar aonde
vocé acha que converge ou acha que diverge. Se
existe uma regido no plano aonde sempre
converge ou diverge. Se nesse disco aqui
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converge ou diverge. Ou ainda, uma outra em
que ndo podemos afirmar nada....Por exemplo,
VOCé sabe o que é ponto de sela?

Professor: Vocé sabe o que é ponto de sela?

Aluno 3: E um ponto em que ndo ha nem
maximo ¢ nem minimo...0 ponto pOSSUi
derivada...

Aluno 4: Eu sugiro o termo ponto de sela...

Professor: Vocés acham que o termo ponto de
sela representa bem a ideia do comportamento
dela....tem ponto ela converge né...Vocé acha

que ela diverge ou converge? Marque 0s pontos!

Aluno 4: Aparentmente sim...acho que ela
diverge aqui. E diverge aqui também.

Aluno 3: E como vocé falou, aparentemente sim.
Esta convergindo, divergindo e depois
converge....

Professor: Vocé consegue tracar um anel e nele a
série  sempre converge? Dois circulos
concéntricos?

Aluno 4: Ndo sei se diverge...s6 digo que
parece....Aqui, € nesse momento que ela passa
de convergente para divergente... Aparentemente
divergente e, agora, esta convergindo.

Aluno 3: [...] ha vejo que nessa regido o vetor
tende a se acumular, logo imagino que ela deve
convergir, isso em uma certa vizinhanga, j& em
outro momento percebo que o vetor resultante
explode, nesse caso, acho que a série diverge.

tarefa e determinar, posto que se mostrava impossivel, a
regido do plano complexo correspondente.

Por fim, como resultado do debate da turma diante da
tarefa proposta pelo professor, a turma cunhou o termo
“anél da duvida”, fato que se mostrou correlacionado € em
consonancia com o termo previsto e discutido por
Needham (2000, p. 69), figura 9, ao lado esquerdo.

Antes de finalizarmos a fase atual, recordamos que Artigue
(199, p. 40) adverte sobre “a larga predominéncia do
quadro algébrico e o desenvolvimento da teoria, a
dificuldade na identificacdo dos problemas relacionados ao
nascimento da teoria no quadro geométrico”. Assim, NO
sentido de desenvolver um controle das possiveis
estratégias dos sujeitos participantes (etapa de
experimentagéo) definiremos os elementos considerados no
guadro analitico de nossa situagéo problema.

Por exemplo, vamos considerar a funcdo meromorfa

f(z)= 1t
(z+D(z+ 3)
em série de Laurent na regidec| zk Z.

e descrever seu desenvolvimento

No quadro analitico, decompon-do seguinte modo:

1 12( 1J 12( 1:) _
== ——| ——_| e ai, podemos
(z+)(z+ 3) Z+ Z+

considerar os seguintes casos: {ax| z | (b) |zk 3;
(c) |zp & Ora, de acordo com o item (a), teremos

E(_lj__l N __12[1__1+_1__1+_1...)
22+1_221(1j_2 z 2 2 %
2
1 11 11 A ey

T2z 272 27 24 2% _;(2 '21)

De modo similar, no item (b), empregaremos o seguinte

No trechos apresentados ha pouco, registramos a adogéo de expediente:

uma terminologia por parte do professor que atuou como
elemento de transicdo. Com efeito, o professor recordou o
termo “ponto de sela”, para significar um comportamento
matematico impreciso. E, nesse caso, deparamos uma
situacdo de ensino em que os alunos ndo podem afirmar ou
infirmar nada sobre as propriedades percebidas

Outrossim, em contraposi¢cao das terminologias preferidas
pelos autores de livros que tendem a tornar hegemaoénico um
quadro de concepcdes formais e estruturais, no trecho
acima detectamos o trecho “[...] ha vejo que nessa regido o

vetar tende a se acumular”, do aluno 3, evidenciando uma
concepcdo dindmica (ROBERT, 1983) do processo
acarretado pela visualizacdo e representacdo vetorial
proporcionada pelo software (ALVES, 2013, 2014d).

Nesse caso, quando registramos a fala do aluno 4 que
declarou “aparentemente sim...acho que ela diverge aqui.

E diverge aqui também”, evidenciando a mobiliza¢do de

um conhecimento, a partir da interacdo com o software e
que evitou o emprego precipitado de notacbes simbdlicas
ou férmulas para a conclusao da tarefa damandada

Outra acéo explorada pelo professor buscou confrontar a
ideia da regido anelar prevista pelo teorema de Laurent,
com a regido anelar buscada nas imagens 10, 11 e 12.
Nessas situa¢cdes, nenhum aluno conseguiu concluir a
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Assim, na regido da coroa circulhk| z k & escrevemos
0 seguinte desenvolvimento da funcéo anterior como série
de Laurent dada pela seguinte expressao analftiz) =

1 (), e[y
(z+ 1) (z+ 3)_;;( 2 z”+1j+§0( J

1_z+ B e
223 23 23 23

2 3%

> Na teoria das funces na variavel complexa, funcéo
meromorfa é caracterizada pelo quociente de duas fungbes
polinomiais, portanto, uma quantidade finita de polos,
nesse caso, nos pontos -1 e -3.
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Por fim, podemos ainda verificar seu comportamento no
complementar do disco de raio 3. Mas, para o item (c)

teremos |zp 3> 1 e assim, vemos que:

sla)-2laas)- A=)
2\ z+1) 4\ 2.2 2\ z+ 3
11 1 1(, 3 9 27 1 3 9 27
=£ 173 :2—Z 1—7-|——— =t —

+y

73 3 2725 2y 24

: o 1
Finalmente, inferimos que a fun¢db(z) = ———
(z+1)(z+ 3)
é descrita pela série de poténcias
1 4 + 13_ 40 |zp & Tal modelo
zz z Z Z h

(da expansédo de Laurent) nos permite a previsao/predicéo
das estratégias dos estudantes, no quadro analitico.

Vale comentar que, nas estratégias anteriores, assumimos
como  pré-requisito o conhecimento sobre o
comportamento da série geométrica, cuja condicdo €

. 0< 1
caracterizada  por Zzn _ C?nverge | IZ<
=0 diverge| z>1

(SOARES, 2014, p. 132)

Para concluir a etapa de andlises preliminares, recordamos
o carater imprescindivel de determinarmos nossas variaveis
macro-didaticas (concernentes a organizagdo global da
engenharia), bem como as varidveis micro-didaticas
(responsaveis pela organizacao local da engenharia).

Antes, porém, recordamos que:

Na andlisea priori, devemos conceber uma
andlise de controle dos significados. Isto, quer
dizer que, de forma muito esquematica, que a
teoria construtivista se assenta no principio da
participacdo do estudante na construcdo de seus
conhecimentos através da interagcdo com um
meio determinado.

E, a partir da perspectiva propugnada no excerto anterior,
Artigue (1995, p. 44), justifica a relevancia da Teoria das
Situacbes Didaticas- TSD, que se fundamenta em
determinados pressupostos da teoria construtivista e “serve

como referéncia para a metodologia da engenharia, desde
gue, se constitui ume teoria de controle das relagbes e
significados das situagdes” (ARTIGUE, 1995, p. 44). Nao
obstante, tendo em vista 0os dados empiricos discutidos na
presente secdo, afim de prosseguirmos, elegemos as

O item (c) se fundamenta, na medida em que, inimeros
estudos (ALVES, 2014a; TOMASIUNAS, 2012
WINSLOW, 2003) apontam para as potencialidades do
software GeoGebra (e do CAS Computer Algebraic
System) no sentido de proporcionar um entendimento
dinamico e heuristico dos processos matematicos
(convergéncia/divergencia de séries). Ja os elementos
assumidos no item (d) sdo corroborados por elementos
oriundos da TINC (ALVES, 2011). Enquanto que, o item
(e) se fundamenta, também, na perspectiva de Artigue
(2003; 2013).

4, ANALISI§ A PRIORI E CONCEPCAO DA
SITUACAO DIDATICA

Na fase atual, manifestamos um profundo interesse pela
“determinagdo e selegdo dos elementos que permitem os
comportamentos dos estudantes e seu significado”
(ARTIGUE, 1995, p. 45). Assim, de modo sistematico, e
seguindo a tradicAo dos estudos dessa vertente,
descreveremos uma parte descritiva e outra parte preditiva,
posto que, se mostra condicionada pelas caracteristicas das
situacdes ou da situacao-didatica ora considerada.

Diante disto, indicaremos trés elementos: a descri¢ao local
das caracteristicas da situacéo problema; os elementos que
podem entrar em jogo em funcdo das possibilidades de
acéo, selecéo, decisdo, controle e validagéo dos sujeitos 1,
2, 3, 4 e 5. Bem como a previsdo dos campos de
comportamentos dos sujeitos, o controle dos significados
dos conhecimentos mobilizados pelos sujeitos em situagao.
Para efeito de maior sistematiza¢do, assumiremos que uma
situagdo-problema envolvendt escolha de questdes
abertas e/ou fechadas numa situagdo matematizada ou
menos matematizada, vinculada a um campo de problemas
colocados em um ou varios dominios de saber.”
(ALMOULOUD, 2007, p. 174).

Cabe esclarecer/distinguir um conjunto de elementos
predominantemente considerados nas etapas dialéticas de
ensino previstas (e modelizadas) pela TSD, a saber:
Situacgdo dialética de acéo.

O aluno é confrontado com uma situacdo de onde
se origina um problema. No ambito de busca por
uma solucdo, ele produz agbes que podem
concorrer para a elaboracdo de um conhecimento
na pratica (em acdo). Em maior ou menor
substancia podera explicitar suas razdes, todavia,
a situacdo ndo exige. (DOUADY, 1984, apud
ARTIGUE, 1984, p. 7).

Situacao dialética de formulacao.

seguintes hipoteses, consubstanciadas na sintese dos dados Condicdes diferentes produzem a necessidade da

empiricos coletados na secao atual:

(c) Uma mediacdo envolvendo o uso stiftwarespara o
ensino de série de Laurent proporciona a aquisicdo de
concepcdes sobre a nogcdo de convergéncia e divergéncia
de um ponto de vista dindmico e nao estatico; (d) A
tecnologia permite ao professor acentuar o papel dos
elementos de transicéo e evitar ou, pelo menos, suavizar a
acdo dos elementos de ruptura; (e) A exploracdo da
visualizag&o possibilita a mobilizacdo de um conbecimento
dos estudantes que extrapola os limites e a natureza do
conhecimento matematico formal e estruturante.
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mudanca de informacbes e a criacdo de uma
linguagem para assegurar/permitir tal mudanca.
Na situacdo de formulacdo, o estudante pode
justificar suas acdes, todavia, a situacdo nao
exige. (DOUADY, 1984, apud ARTIGUE, 1984,
p. 7).

Situacao dialética de validagéo.

As mudangcas ndo concernem apenas com a
informacdo, mas, também, com o conjunto de
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realizado por meio de uma acdo na etapa passada. na seguinte reduzida indicada ch
(DOUADY, 1984, apud ARTIGUE, 1984, p. 7). n>0

(CRITERIO DE CAUCHY)

Com origem em seu comprimento, é facil inferir que na
Se caracterizam pelo momento de fixacdo ou fronteira do disco de raio unitario, observamos um
convencao explicita do estatuto cognitivo de um ~ comportamento que sugere a convergéncia, na medida em

conhecimento ou saber. (BROUSSEAU, 1981, p. que arrastamos um ponto movel (discriminado com o
17). software) no complementar do disco de raio 3. Por outro

lado, ao lado direito, na mesma regido (ver figura 17), a
Ainda sobre a situacdo de institucionalizacdo, Artigue Soma resultante (indicada por um vetor em cor verde) da

n+1

declarag@es. Se torna necessario provar o que foi [ (— 1) j

Situacgao dialética de institucionalizagao.

(1984) acentua o papel principal do professor de 20 (_1)n,zn
Matemética, no sentido da mudanca do estatuto do expresséoz ~—— 47| indica el/ou sugere sua
conhecimento matematico cientifico, ao pontuar que: ol 2:3
divergéncia, dado que seu comprimento é visivelmente
[..] o conhecimento matematico queeapert muito maior e supera o diametro do disco raio 3.

devera convencionar ou fixar, seguindo os rituais  Nesse caso, podemos conjecturar ou prever que a soma
académicos, com estatuto de um novo saber, rico K 1)" K 1) n
em relagdes conceituais (ARTIGUE, 1984, p. 8).  tormal z LG + 2 Dt-z0
2 . n+1 2_ 31+1
. - - n=0 Z =0
Na situacéo-problema que abordaremos na presente secéo, CONVERGE DIVERGE
assumiremos 0s pressupostos e a sistematica de acao pode divergir, dado que as reduzidas da segunda expressdo

prevista pela ED. Ademais, tendo em vista a consideragéo podem ser tornar ilimitadas as reduzidas, quando
de uma perspectiva de influéncia de carater metodologico, crescemo — +w.

assinalaremos a dialética dos momentos de acéo, Dai, na figura 17, depreendemos que a expressdo final

formulagéo, validagéo (BROUSSEAU, 1986a) e a fase de - n - n n
institucionalizacdo (ALMOULOUD, 2007, p. 23) de Z (GD) 4 Z —1'-z deve
acorddé com as caracteristicas da mediacdo prevista pela 2.7+l — 2. 3%
divergir (comprimento final do vetor é muito grande)
tendo em vista o0 comportamento da soma

TSD n=0
Ademais, “as situa¢bes-problema devem ser concebidas de
modo a permitir ao aluno agir, se expressar, refletir e
evoluir por iniciativa prépria, adquirindo assim novos 2( (D" -z"
conhecimentos.” (ALMOULOUD, 2007, p. 174). Por fim, Z 2—3~.+1
na etapa daandlise a priorj de acordo com as n=0 )

caracteristicas de cada situagdo proposta, podemos prever o

preVé Artigue (1995) . A Er Bt s Famens el At

Situagdo-problema I: Decidim regido do plano complexo TLUNE ™R

em que podemos contar com a convergéncia da expansao |L. J 0 A B L A W o )4
1  danel Vs i

associada a seguinte fun¢do(z) = ———— = IR

(z+2)- (z+ 3) o ge—

(1) o (1) 2" T e

Comentarlos: Vamos agora retomar a questdo anterior, em

1 —
(z+)(z+ 3)_

e (D, Dz

Adotaremos uma sistematica de verificacdo ' | o e
comportamento de convergéncia/divergéncia de cada parte | | J
desta soma formal. Ao lado esquerdo, em cor rosa (ver
figura 17), divisamos um vetor bem pequeno que N
representa a soma das contribuicbes das parcelas presentes R el i i

que ja verificamos sua descri¢&dd(z) =

=

Enfate

Figura 17. Visualizacdo do comportamento das reduzida
de série uma série de Laurent na regido complementar do

disco de raio 3. (Elaboracéo do autor) p|;i||a< 1.

® Logo de inicio, o enunciado da situacéo transfere/iralica
responsabilidade de resolucdo da tarefa para o estudante.
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Agora, com arrimo na figura 18, com auxilio de um ponto
movel (na cor verde) no plano complexo, observamos
agora que o comprimento do vetor rosa resultante
manifesta um comportamento imprevisto (de crescimento
rapido). Ao lado direito, todavia, visualizamos que o

comportamento da soma parcial (reduzida)
20 (_1)n R Zn
E ——~ ——— |, relativamente as contribuicdes
3’1+1
n>=0 °

de cada vetor, € bem menor do que a soma anterior
(manifestam comportamento controlado)

Por outro lado, na janela ao lado esquerdo, podemos
explorar um comportamento dindmico para o vetor (na cor
rosa) e conjecturar que o controle da soma formal das
poténcias, correspondentes aos indices inteiros negativos,
presentes na expansdo de Laurent, se mostra ilimitada.
Portanto, as possiveis conclusdes sobre seu comportamento
devera ser um indicativo de divergéncia (ao lado esquerdo)
da soma correspondente, enquanto que, ao lado direito (ver
figura 18), sua soma resultante final se mostra controlada.
Dessa forma, quando exploramos o comportamento da

1 = (=Dt-2°
Segumte Somaz ( )+1 + Z % )
n>0 2 Z >0 2' g‘+
DIVERGE CONVERGE

apenas a segunda parcela devera convergir, portanto, o
resultado final produz uma série divergente.
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Figura 18. Visualizacdo do comportamento dos termos da
série de Laurent no interior do disco de raio 1 com recurso
aosoftware GeoGebréelaboracéo do autor).

Na figural9, divisamos o rastro proveniente da verificacao
de seu comportamento (de convergéncia) na
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coroaﬁnz{ZeD l1<| z< @ . Mais uma

vez, desenvolveremos um exercicio de, por intermédio da
visualizacdo, prever e conjecturar o comportamento final
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2 5 n+l 2. 31+1 !
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n>0

da soma formal E

n=0

por intermédio de suas reduzidas.

A Edtar Exibi Gpﬁu Femamentas [anela Auda

o ¢
I /'._k:‘v -Z‘\Aata va

'_Janetade\ﬂmﬂzm_h x| \mﬂlc*‘nw_zm X
| AR B _
e z3:+
AT T T L
i | 1 2
3=
P Erery

CooaCirulr | 1 -

k>3

L &1
T . Sl B 1 | Visualizagéo da
Expama deLaurent 2

bt ' o}

|
Figura 19. Visualizagdo do comportamento dos termos de
uma série de Laurent em uma regido andla] zk &
(Elaboracg&o do autor) conforme previsto pelo teorema.

Como discutido e evidenciado em paragrafos anteriores e,
a idéia do teorema de Laurent, sabemos sobre sua

convergéncia na regido aneléy, = { zell |1<| ¢< % .

Deste modo, podemos conjecturar a convergéncia da

[} _1 n o0 _1 n . Zn
expressdo formal Z ( 2+1 + Z % ,
n>0 2-z n>0 2-3"
CONVERGE CONVERGE

visto que a contribuicdo de cada parcela, em termos de

comprimentos dos vetores resultantes € controlavel em
1<|zk & Seu comportamento geométrico pode ser

visualizado na figura 19 e, percebemos que o comprimento
dos vetores resultantes de cada soma parcial se mostra
controlado, a despeito de uma exploracdo que podemos
realizar com um ponto movel (vetor), na cor verde.

Como indicamos nha sec¢do passada a expressdo de

N -z
Laurentf (2) =
(z+1 )(z+ 3) ; 22”+1 ; 23t
diz respeito a sua descricdo na regido anelar (Teorema de
Laurent)

Ao lado esquerdo confirmamos o comportamento que
sugere a divergéncia da reduzida atinente as potencias
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pertencentes a expansao de Taylor (ver figl@a Por
outro lado, na figurd9, salientamos o vetor resultante da
soma de todas as contribuigdes dos vetores.

Deste modo, quando movemos 0 ponto movel na coroa

| zk 1, verificamos que todas suas partes presentes na

série de Laurent podem possuir um comportamento
ilimitado. O que é um indicativo de sua divergéncia e que
corrobora com nossas informacdes extraidas do quadro
analitico, posto que a expansao inicial converge apenas no

anel A, = { zel |1<|2< 3} (Teorema de Laurent)

Por outro lado, quando realizamos uma inspecdo do
comportamento desta expressdo no interior do disco
unitario, visualizamos o comportamento que mostramos
abaixo. Grosso modo, ndo podemos expressar a
convergéncia da série de Laurent. O fato de seu
comportamento que sugere a divergéncia é originada da

partez ( )

n>0
outra parcela, do ponto de vista da contribuicdo de suas
reduzidas, apresenta um comprimento arbitrariamente
peqgueno e ndo influencia decisivamente no resultado final.
Semelhantemente ao que fizemos ha pouco, buscaremos

(ao lado esquerdo). Enquanto que a

divisar quais parcelas da soma formal de Laurent
= ()" ) &1z

Z ( 2+1 +Z % € responsavel pela nao
n>0 2-7 n>0 231+

convergéncia na regido fora da coroa anelar. Ora, na figura
20, ao lado esquerdo, depreendemos que as contribuicdes
da parcela envolvendo potencias negativas permanecem
pequenas, diante das variagbes fornecidas ao nimero
complexo movel. Nao obstante, ao lado direito,
observamos que o comprimento do vetor resultante da
soma de uma reduzida é maior do que o raio. Fato que
sugere seu carater ilimitado (portanto, a divergéncia).
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Figura 20. Visualizacdo do comportamento de uma
reduzida da série fora do disco de raio 3 e, portanto, a
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visualizacdo dinamica do comportamento de divergencia.
(Elaboracé&o do autor).

As informagdes anteriores, condicionadas por intermédio
de uma exploracéo do software, permitem prever, ajustar e
conduzir 0 processo investigativo. Antes, porém,
recordamos que a situag&do problema anterior envolve uma
tarefa inicial para os estudantes. E, “sua resposta inicial

deve permitir, somente, ao aluno colocar em acdo uma
estratégia de base, com auxilio de seus conhecimentos
anteriores mas, rapidamente, tal estratégia deve se revelar
razoavelmente ineficaz, obrigando o estudante a realizar
acomodacdes, para responder acstipigamento proposto”
(BROUSSEAU, 1988, p. 15).

5. EXPERIMENTACAO E ANALISE A
POSTERIORI

Almouloud (2007, p. 177) adverte que a analse
posteriori ndo se constitui como uma crénica da classe,
todavia, uma analise feita a luz da anabseriori, dos
fundamentos teéricos assumido, das hip6teses de trabalho,
de investigacéo e da problemética da pesquisa atual.

Vale recordar que o termo ‘“analise a priori” indica o
tratamento de dados que, do ponto de vista temporal, ainda
se mostram independentes de uma realidade e ambiente em
gque transcorrerd a experimentacdo, bem como a efetiva
aplicacdo de uma sessdo estruturada de ensino (com
duracdo de 3 (trés) horaBe outro lado, na fase atual,
passaremos a discutir e analisar os dados originados a
partir das interagcfes entre o grupo de alunos participantes
do estudo (alunos 1, 2, 3, 4 e 5), do professor responsavel
pela condugdo de uma situagdo didatica envolvendo a
nocdo de série de Laurent e, certamente, o conhecimento
matematico em jogo.

Afim do controle do nosso aparato conceitual de
investigacao, os dados que buscamos evidenciar aqui, se
mostram os mais préximos e diretamente relacionados aos
nossos objetivos declarados e hipéteses de investigacao.
Ademais, 0s esquemas usuais de validacao estatistica
(ARTIGUE, 1995, p. 48) ndo sé@o considerados e muito
pouco associados aos dados empiricos de nossa presente
experimentacgéo.

Recordamos que "uma analise a priori, devido a sua
extensdo, se tratando de um trabalho de macro-engenharia,
se mostra praticamente incomunicavel em toda sua
extensdo” (ARTIGUE, 1995, p. 49). Dessa forma, os dados
apresentados aqui constituem 0s mais representativos de
uma parte de nossa investigacao.

Assumimos como pressuposto de que “a constituicdo do
sentido, tal como entendemos, implica numa interacéo
constante dos alunos com situacdes probleméaticas,
interag:ﬁes dialéticas (caso o sujeito antecipe, finalize suas

acdes) [...]” (BROUSSEAU, 1998, p. 117). Assim, de
modo prellmlnar, 0s alunos manifestam uma acdo em
situacdo, na condicho em que a situacdo problema

manifeste um sentido e desperta o interesse dos mesmos.
Adotaremos uma apresentagcdo dados coletados ao decorrer
das fases dialéticas previstas por Brousseau (1986) e
Almouloud (2007). Dessa forma, na situacdo de acdo,
registramos uma mediacdo do profeSsque buscou

! Margolinas (2009, p. 16) recorda que “no caso das
engenharias longas, o pesquisador participa da colocacéo
pp.63-89
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evidenciar o papel da software, no sentido de
impulsionar/mobilizar conhecimentos tacitos e intuitivos,
com arrimo na vizualizacdo e exploracdo das construcfes
dindmicas com goftware GeoGebra
De maneira semelhante ao destacado por Artigue (2008, p.
4-5), em nosso caso, 0 uso da ED e da TSD, na fase de
experimentagdodeve proporcionar uma pratica controlada
na intervencdo em sala de aula, de modo que, o
pesquisador-professor, em consonancia das variaveis
micro-didaticas eleitas nas duas fases iniciais da ED,
consiga predizer as reacfes dos aprendizes e interpretar os
sentidos produzidos pelo grupo controle.
Ademais, recordamos que num processo de ensino, “o
professor coloca em jogo um meio relativamente ao qual o
aluno deve interagir. Tal interagdo € produtora de
conhecimentos” (MARGOLINAS, 1995, p. 344). E, ainda,
em todas as fases dialéticas previstas pela TSD,
registraremos a presenca do professor, no sentido do
reinvestimento necessario para o progresso da situagdo-
didatica (BROUSSEAU, 1986; 1988; 1998).
Dessa forma, no que concerne a atividade desenvolvida ‘
pelo aluno 3, registramos sua interpretacdo dinamica do Figura 21. Na situacdo de acdo o aluno 3 desenvolveu
processo de convergencia/divergéncia de série de Laurent, argumentos gestuais e manifestou a producdo de

n n —n conjecturas com origem na visualizacdo da série de
((—1) j S ((—1) 2 J

N+

que indicamos poE

n>0

Laurent e sua divergéncia
D)
1
n>0 2' 3“—

De modo sistematico, na figura 16, ao lado esquerdo, o
aluno 3 comentou 0 comportamento da expressao

1

0 n
Z[ ( 1Z+1J. Na figura 21, o aluno buscou transmitir ao
n>0 2-7

pesquisador a ideia e o comportamento grafico-geométrico
correspondente ao comportamento de divergéncia. Nesse
caso, o0 sujeito, por meio de uma acéo gestual, o descreveu
por meio de uma paulatina abertura da sua mao direita,
como podemos divisar na figura.

Dessa forma, procedemos uma interpretacdo conjunta das
imagens produzidas nas figuras 2128 posto que,
retratam uma idiossincrasia local do aluno 3,
correspondentemente ao entendimento da representacdo
produzida pelo software. Reparemos que, quando restrito
ao quadro analitico, a atividade conjectural e as habilidades
depuradas e exigidas na visualizacdo e compreensdo do
objeto representado se mostram consideravelmente
reduzidas e, mesmo, inexistem, como constatamos na
extratégia analitica do seu desenvolvimento.

Figura 22. Na situagdo de acdo o aluno 3 desenvolveu
argumentos gestuais e manifestou a producdo de
conjecturas com origem na visualizacdo da série de
Laurent e sua convergéncia (secdo de experimentacao).

Almouloud (2007, p. 38) esclarece que, neste momento, a
troca de informac8es e mensagens entre os aprendentes é
imprescindivel. Ademais, o resultado do debate a dialética
“permite criar um modelo explicito que pode ser formulado

com sinais e regras comuns”.

Dessa forma, registramos e acompanhamos uma

] sistematica de discussao (debate) com os estudantes,
de tarefas dos estudantes, e o pesquisador assume Umaepyolvendo uma  exploracdo  das  construgdes

parte do papel do professor [...]”.
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proporcionadas pelo software Geogebra (ver figuras 21, 22
e 23), tendo sido realizado em sala de aula a discussdo da
teoria formal sobre a série de Laurent.

Em determinados momentos, o professor estimulou aos
estudantes um retorno ao modelo formal, sobretudo na fase
de validacao e, por fim, na fase de institucionalizacdo. Na
figura 18, registramos uma acdo do aluno 3, que buscou
comparar os dados produzidos pelo software GeoGebra
com as propriedades extraidas e indicadas pelo modelo
formal matematico subjacente. A intencdo metodoldgica
estimulada pelo professor atuou no sentido de reforcar o
retorno das estratégias anteriores e conjecturas produzidas
nas fases de agéo e de formulagédo da.TSD

Acompanhamos um movimento dialético do professor, na
medida em que, a tecnologia assumiu um papel de ponto de
partida e estimulo para a discussdo do modelo da série de
Laurent. E, logo em seguida, as estratégias dos estudantes
foram incentivadas. Alguns argumentos formais foram
captados na fase de validagcdo da TSD, em torno do debate
do grupo de estudantes, tendo em vista a determinacdo de
criterios de validade (MARGOLINAS, 2014, p. 32).
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Figura 23. Na fase dialética de validagcdo, o aluBo
desenvolveu uma atividade formal buscando discutir os
argumentos formais da demonstragéo do tearema

E, por fim, como apreciamos na figura 19, um retorno ao
modelo computacional, tendo em vista sua agregacdo ao
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conhecimento social a ser incorporado ao patrimbénio de
saberes do grupo de estudantes, em uma instituicdo de
ensino de referéncia.

Brousseau (1986, p. 342) comenta que “a producdo noO
ensino de conhecimento matematico demanda um esforgo
de transformagdo de um conhecimento em saber
matematico [...]”, Assim, ele indica que a epistemologia do
professor atuard no sentido de ndo personalizacao e nao
contextualizacdo, e que buscara eliminar os tracos
histéricos que determinaram sua apari¢ao.

Ora, a distincdo de Brousseau é clara, no sentido de
pontuar um conhecimento mobilizado, localizado e
particular, pertencente a um grupo de alunos e,
gradualmente, recebesfatusde maior generalidade, pois,
enquadrado numcorpus tedrico formal, cujo viés
estruturalista/formalista mostra  evidenciado
distinguido na academia.

se

e

Figura 24. Registro de ac¢des e gestos dinAmicos do aluno
1 que buscou significar e descrever um comportamento de
convergencia /divergéncia da série de Laurent.

Todavia, os dados produzidos nas fases dialéticas de acéo e
formulagdo possuem elementos marcadamente de natureza
particular do grupo, posto que foram originados do debate
em sala de aula. Na figura 24, acompanhamos acdes
gestuais, corporais e dindmicas do aluno 1, acompanhadas
de suas explicacoes.

Assinalamos que nas argumentacdes anteriores, uma série
de ilagbes podem ser produzidas pelos estudantes, com um
carater local e provisério. Alguns dos argumentos
empregados podem ser formalmente respondidos pelo
professor ou, de outra forma, o debate em sala de aula
poded/deverd continuar e a@xpert conduzi-los a um
estadio mais elevado de compreensao/entendimento das
ideias matematicas e propriedadess envolvidas ma fas
anterior.
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Almouloud (2007, p. 40) esclarece que “uma vez
construido e validado, o novo conhecimento vai fazer parte
do patrimdénio da classe embora ndo tenha ainda o estatuto
de saber social”. Desse modo, tendo em vista tornar oficial
determinado saber e indicar a relevancia de incorpora-lo ao
patriménio cultural da classe, alguns argumentos (formais)
e trechos do teorema de Laurent foram rediscutidos pelo
grupo (ver figura 25 uma vez que, “as verdades
matematicas sdo estabelecidas por intermédio dos
teoremas” (OTTE, 2002, p. 348).

Figura 25. Na fase dialética de validagcdo, o aluno 4
desenvolveu uma atividade formal buscando discutir os
argumentos formais da demonstragdo do teorema de
Laurent com o restante de seus pares.

Para concluir, registramos que a acdo do professor
acentuou a intencdo didatica de transformar o
conhecimento produzido pelo grupo de alunos em um
patrimonio do saber cultural e local, a ser incorporado pelo
grupo e que, tal conhecimento, resultante da interacdo
estudantes— professor — saber matematico, ndo se
restringiu ao formalismostandard e recorrentemente
acentuado pelos autores de compéndios especializados
sobre tal assunto (ALVES, 2014d; 2015).
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Para exemplificar, no excerto abaixo, o aluno 2 manifestou
uma entendimento dao¢do sobre o “anel da incerteza”

gue se contrapbs ao anel ou regido anelar da certeza, em
gue contamos, nas condi¢des do teorema de Laurent, com a
convergéncia da série.

Aluno 2: hum percebo que nessa regido a série
converge, pois o0 vetor resultante esta se

concentrando nessa regidao. Mas como assim? O
ponto quando se movimenta em pouco percurso,
torna a serie divergente, e isso tudo na mesma
regido anelar. Ha entdo, meu ponto de vista é que
nesse anel, esta ocorrendo uma incerteza, pois
ora a serie diverge, outro momento converge.

Logo classifiquemos como ‘‘anel da incerteza’’.

O trecho anterior envolve a manifestagdo de uma
concepcao tacita e intuitiva, produzida a partir da interagao
e visualizagdo proporcionada pelo software. O cenério de
investigacdo do aluno 2 é apontado nas figuras 26. e 27
Ademais, assumimos posi¢do concorde com Margolinas
(2004, p. 24), quando comenta que “o professor ¢
responsavel sobre o ponto de vista do conhecimento que
circula em classe”. Ora, constatamos o esforgo didatico do
professor participante do estudo, no sentido de sensibilizar
no grupo, um ponto de vista que, recorrentemente,
aliou/agregou aos modelos formais, um pensamento
heuristico e intuitivo. Tal fendbmeno se enquadra no
pensamento de Margolinas (2004).

Figura 26. Debate entre o grupo de alunos participantes
envolvendo o entendimento do “anel da incerteza” no
contexto da convergéncia/divergencia de série de Laurent.

Assim, registramos que, a partir das interacdes do grupo de

alunos, estimuladas pelo professor, relagcbes modificadas,

por intermédio do uso da tecnologia, foram observadas a

partir da aparicdo de concepcgdes, cuja natureza ndo se
pp.63-89
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restringiu ao quadro analitico usualmente explorado numa
mediacdo que desconsidera a tecnologia atual (ALVES,
2016) Swa natureza pode ser enquadrada no que Robert
(1983) denomina de concepgdes dinamicas sobre as nocdes
de sequéncias e séries.

N
23 T Ny o

Figura 27. Debate entre o grupo de alunos participantes
envolvendo o entendimento do “anel da incerteza” no
contexto da convergéncia/divergencia de série de Laurent.

Por fim, realizamos uma discusséo geral com os estudantes
sobre toda a teoria discutida e aprendida ao decurso da
disciplina. Nesse sentido, o aluno 1, se manifestou como
segue:

Aluno 1: Na minha opinido, a variavel complexa
€ mais abstrata do que os quadro Célculos, pois,
nos Ultimos, temos aplicacbes bem mais
imediatas [...]

Quando questionado, o aluno 2 recordou que:

Aluno 2: No Calculos nédo tivemos que observar
a parte real e imagindria. Além disso, os numeros
complexos € um conjunto semi-ordenado e o
plano complexo é bastante diferente do plano
IRXIR.

Cabe registrar, que o fator apontado pelo aluno 2 se mostra
recorrente dentro da teoria, como por exemplo, no caso de
séries de numeros complexos, que indicamos

simbolicamente porZ:Zn = Re(z 4)+ [ Im(z Z]) .
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E, por fim, quando consultado, o aluno 4, se manifestou
seu entendimento quanto as modificacdes no contexto da
TCC:

Aluno 3: Sim, na variavel complexa
generalizamos os conceitos de sequéncias e
séries [...] Os conceitos de derivada e integral
que, além de generalizados, temos propriedades
muito diferentes, como as equacdes de Cauchy-
Riemann [...]

No sentido de descrever as mudancas percebidas pelo
mesmo. O aluno 4 forneceu na figura abaixo, o sentido de
retratar o comportamento de uma funcdo na variavel
complexa. Depreendemos que 0 seu pensamento envolveu
o entendimento/distingdo de que o grafico final da funcao

f(z) se mostra como um subconjunto dR*, como
assim esclarece Needham (2000).

Figura 28. O aluno 4 buscou fornecer um desenho
explicativo para a nogdo de fun¢des continuas no caso da
variavel complexa.

Em nosso caso, recordamos que “o término da Engenharia
Didatica designa um conjunto de sequéncias de classes
concebidas, organizadas e articuladas no tempo, de
maneira coerente por um professor-engenheiro, com o fim
de realizar um projeto de aprendizagem para um populagéo
determinada de alunos” (DOUADY, 1995, p. 62). Assim,

no proximo segmento, passaremos ao processo de
validagc&o de nosso aparato de investigacéo.

6. DISCUSSAO E VALIDACAO INTERNA

Laborde (1997, p. 105) evidencia um elemento
imprescindivel ao decurso de uma ED, quando analisa o
relato de uma pesquisa que pode ser entendida como uma
acao intencional em que:

O autor fornece ao leitor uma narragdo comentada do
desenvolvimento, estruturado pelo tempo
(cronologicamente) ou pelos temas escolhidos de
andlise. Em ambos os casos, o leitor se apropria das
“lunetas” do autor, com exce¢do de passagens
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transcritas pelo sujeito da crbnica, para um expediente
de analise critica.

No final do excerto anterior, sublinhamos o carater de
imprescindibilidade, da tarefa de deixar a cargo do leitor, a
emissdo de um juizo (ou parecer) sobre as passagens
transcritas ipsis litteris ao decurso do manuscrito.
Sublinhamos ainda, no bojo das preocupacdes de Laborde
que, com as respectivas producdes dos estudantes séo
previstas, hum estudo de ED, umalidacéo internada
sequéncia didatica, bem como uweidacdo externaA
primeira envolve “uma descricdo genérica da classe ou das
condutas e tipos de producdo majoritarias na classe, estudo
de sua evolucdo e verificacdo de sua adequacdo no que
concerne ao esperado dos estudantes” (LABORDE, 1997,

p. 105).

Laborde (1997, p. 105) explica quevalidacdo externa
envolve uma comparacdo das producbes dos estudantes
antes ou ao longo da sequéncia, ou ainda apés
experimentacdo em sala, o que pode ocorrer por meio de
entrevistas individuais ou em grupo, bem como por meio
de questionarios. E, também, por meio da comparacao de
producBes externas, vinculando outros alunos néao
submetidos a mesma sequéncia estruturada de ensino.
Dessa forma, assumimos aqui apenas um processo de
validacéo interna, tendo como referéncia preliminar, os
objetivos (itens a e b) declarados nas secdes anteriores,
bem como nossas hipoteses (itens c, d e e) da investigagéo
e, por fim, as produc¢des individuais e coletivas dos alunos
submetidos ao processo de experimentacao.

Isso posto, declaramos que, no conjunto dos dados
empiricos coletados nas andlises preliminares e
experimentagéo, encontramos indicios de concepgdes dos
estudantes, mobilizadas em situacdo, que apresentavam
vinculo com um conjunto de concep¢cbes e ideias
peculiares ao Calculo em uma variavel real e ao Calculo
em varias variaveis. Tal fato, proporcionou que
comprovassemos a readaptacao/reutilizagdo de concepcgdes
locais e ideias provisorias, 0 que passa a atuar, segundo a
perspectiva do TCC, como elementos de transicdo
facilitadores da evolugéo do pensamento.

Ademais, em consonancia com 0 hosso segundo
questionamento declarado na etapa de andlise preliminar,
registramos varios elementos de natureza tacita e de ordem
intuitiva, vinculados/determinados pela atividade de
visualizacdo e busca do entendimento das nog¢bes de
convergéncia e divergéncia da soma formal abordada na
situacdo didatica a partir da “soma visual” das
informacg@es apropriadas com o software GeoGebra.

Com efeito, a manifestacdo de acbBes gestu@s
movimentos corporais), como assim explica Tall (2009),
traz num bojo de significados e percepcdes locais, a
mobilizacdo de conhecimentos, cuja natureza extrapolou os
limites légico-formais em Matematica Pura e revelam
indicios do desenvolvimento e evolucdo do significado do
pensamento matemético (TALL, 2007, p. 13).

No que concerne ao efetivo alcance de nossas hipoteses de
trabalho, cabe observar que nosso conjunto de trés
hipéteses investigativas foram cunhadas a partir dos
elementos mais proeminentes, identificados nas analises
preliminares. Desse modo, ndo lidamos com hipéteses
distanciadas de noso quadro de referéncia investigativa,
nem muito menos, com elementos que exigissem extenso
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periodo (de tempo) de experimentacdo (em sala de aula)
acompanhamento dos grupo dos alunos 1, 2, 3,4 e 5.

O carater insofismavel da proposta de uma ED, reside na
possibilidade de geracao de conhecimemtos didaticos-
metodoldgicos acerca de determinado assunto matemético
particular, a ponto de que, os resultados apontados na etapa
de validagdo da ED, admitam rep@l¢doe modelizacdo
controlada, bem como, o posdivaperfeicoamento do
modelo concebido em outras situacBes e realidades de
ensino académico

Dessa forma, Artigue (1984a) alerta para o fato de que
determinados aspectos relacionados com a replicabilidade
assumem papel importante nos estudos envolvendo o uso
da ED. Com efeito, a autora menciona a existencia de
modelos implicitos e explicitos que carecem de atencéo e
acompanhamento por parte do professor-pesquisador.

Ora, Artigue (1984h comenta que no transcurso de
experimentacdes repetidas, podemos encontrar as seguintes
caracteristicas: os mesmos procedimentos devem parecer
(a0 menos o0s que ndo sao marginais) hierarquias
compraraveis; a historia da classe pode ser descrita com
um numero reduzido de Orbitas (trajetérias); as
regularidades observadas em nivel dos procedimentos deve
ser em essencia o resultado de regularidades individuais. E,
essas ndo devem depender de acdes repetidas de
deslocalizacdo e desbloqueio que realiza o professor; as
perturbacdes leves que ndo deixam de se manifestar numa
classe ou em outra ndo devem tender a amplifeauma
outra.

Dessa forma, diante dos elementos apontados por Artigue
(1984b), cabem ainda algumas constatacdes e indicacdes
finais. De modo preliminar, quando comparamos os dados
produzidos pelos estudantes na fase de andlise preliminar e
experimentacdo, constatamos a regularidade, no que
concerne as estratégias identificaveis recorrentes, do apelo
ndo marginal da capacidade de visualizacdo (e apreensao
perceptual das propriedades de convergéncia/divergéncia)
tendo em vista o entendimento de propriedades e a
configuracdo computacional para a nog¢do de convergéncia
ou divergéncia para a série de Laurent proposta nha
atividade em sala com o um Unico grupo controle.

Ademais, os dados obtidos no conjunto das analises
cognitivas dos estudantes (andlises preliminares),
apontaram que: a visualizacéo e exploracdo dos softwares
CAS Maple e GeoGebra proporcionou a manifestacdo de
elementos de transicdo (ALVES, 2011), no que concerne
aos conceitos de limite e diferenciabilidade, na medida em
gue os estudantes, por intermédio dos questionamentos do
investigador, explicitaram modelos cognitivos técitos, de
natureza idiossincrasica, revelados no &mbito da Teoria das
funcdes em uma variavel real, ainda no contexto do estudo
das fung¢@es na variavel complexa.

CONCLUSOES E FUTURAS INVESTIGACOES

Para concluir, ndo podemos desconsiderar as adverténcias
de Artigue (1995, p. 49uando explica que “na maioria

dos textos publicados concernentes as engenharias, a
confrontacdo das analisespriori e a posteriori, permite a
aparigdo de distor¢des”. E, pouco mais adiante, a autora
aponta a ocorréncia da formulagcdo de hipoteses
demasiadamente globais, “que colocam em jogo processos

de aprendizgem demorados”, fato que impossibilita uma
sintonia pretendida com a amplitude da ED proposta.
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Em nosso caso, quando nos debrugamos nas trés hipéteses conhecimento matematico, para o caso da série de Laurent.

aqui formuladas (final da terceira secdo), notamos que

Outrossim, desde que, seu enquadramento tedrico,

parte delas possuem uma carateristica de adequacao e naoconsequencia de sua natureza multifacetada, se evidencia

envolvem processos demorados de aprendizagem, segundo
preconiza Artigue (1995, p. 49). Entretanto, outras
envolvem e exigem a proposicdo de outras investigacfes
que ultrapassam os limites de nossa discussdo, n&o
obstante, com as caracteristicas aqui discutidas, nosso
projeto de engenharia deverd levar em consideracdo “os
registros dos estudos de caso, nos quais, a validacdo é
essencialmente interna” (HADDAD, 2012, p. 19).

Vale recordar um momento de relativo antagonismo a ser
enfrentado pel@xpert De fato, Margolinas (1995, p. 342)
recorda que as ag¢des envolvendo a “devolucdo”, designam

“as a¢Oes do professor que visam encarregar os estudantes
com responsabilidade de elaboracdo de estratégias de
resolucdo para situagdes dadas”. Por outro lado, a
mediacdo do professor investigado se mostrou afetada pelo
uso da tecnologia (ARTIGUE, 2003; 2009; 2012; 2013), de
modo que, em cada fase correspondente da TSD (agéo,
formulacdo, validacdo), que antecedem o momento de
institucionalizacéo, deparamos a ocorréncia de uma acao
de devolugéo, consubstanciada por uma intencdo de ensino
que reformula as variaveis em jogo e acentua a
responsabilidade do aluno no retorno da tarefa. Tal
fenbmeno é preconizado, por exemplo, por Margolinas
(2004)

Ou seja, em cada fase dialética, ocorreu o reinvestimento
da tarefa do estudante, por parte do professor, como
garantidor que a acdo do grupo ndo ficasse restrita ao
quadro analitico e que adotasse, de modo efetvo,
visualizagdo como elemento primario, facilitador e
imprescindivel em cada etapa de investigacdo (fato que
auxilia para a apreciacio de nossa questdo de
investigacdo). Ademais, afim de n&o provocarmos
pertubacfes no funcionamento da classe, como previsto ha
tese de Artigue (1984b, p. 83), deixamos ao cargo do
professr investigado, predominantemente, na conduc¢éo da
tarefa proposta em sala de aula

Para concluir, recordamos que Brousseau fornezeu
indicacao de elementos essencigisaxis do professor, ao
mencionar que € necessario “poder comparar, ndo apenas

os resultados, mas também as condi¢cdes nas quais eles
foram obtidos e de modo que tais condigBes sejam
reprodutiveis.”. (BROUSSEAU, 1986, p. 3). Outrossim, o
pesquisador esclarece/indica a  possibilidade
“reproducdo” ou replicagdo no ensino de Matematica,
quando acrescenta ainda que

de

Esta reprodutibilidade implica uma descricdo,
ndo ingénua, de todas as condi¢Bes observadas,
mas seletivas e que repousam sobre uma escolha
pertinentes as variacdes possiveis de efeitos
reconhecidos. A reprodutibilidade repousa, entéo,
na compreensdo dos fendmenos fundamentais,
isto é do tecido de relagbes atestadas,
constituindo a teoria e permitindo se escolher as
condicdes de ensino, de explicar seus efeitos e de
prevé-los. (BROUSSEAU, 1986, p. 3).

Ora, as reflexdes de Brousseau permitem extrair
implicacbes e ensinamentos imediatos para o
conhecimento produzido aqui, a partir das interacdes
acompanhanadas entre a triade estudantpeofessor—
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complexo, a analise das concepc¢des ekiudantes (tanto

no bojo das analises cognitivas, bem como nas tarefas
instadas aos sujeitos a decorrer da tarefa) indicou a
ocorréncia de concepcdes que se relacionam com
elementos de transicdo, bem como outras vinculadas a
determinados elementos de ruptura (que precisam ser
evitadas ou suavizados).

No bojo dessa constatacdo, declaramos a verificacdo de
nossas hipéteses de trabalho, tendo em vista que:

Apresentamos dados empiricos que acentuam um
entendimento  dindmico do processo de
convergéncia/divergencia da no¢do de série de
Laurent (questdo de investigacdo (a lépotese
(c)), tendo em vista o arrimo do software.

- Apresentamos dados que apontam, em nosso
curso intervalo de experimentacdo, concepcdes
atinentes ao Célculo que foram
readaptadas/ressignificadas ao contexto da Teoria
das fung¢des na variavel complexa (questdo de
investigacao (b), e hipotese (d)) (ver figura 23);

- Apresentamos dados que apontam roteiros para
uma mediacdo capaz de impulsionar maior énfase
nos elementos de transi¢do (com maior papel para
a visualizagdo e emprego de metafyras maior
concientizagdo da propagacdo, no contexto da
Teoria das fungcBes na variavel complexa, de
concepcbes mal adaptadas ou inadequadas (ver
figura 24);

- Segundo Otte (2006, p. 36), em Matematica,
“fatos s@o explicados por intermédio de provas”.

Mas, com o auxilio da tecnologia atual, diversos
eventos foram explicados/significados por
intermédio de outras rotinas de ensino e, assim, 0
percurso reducionista apontado por Otte (2006, p.
36) pode ser assumido para ndo ser o Unico para a
mediacao da no¢éo de série de Laurent.

De modo sistematico, indicamos elementos que podem

atuar como elementos de ruptura, na medida em que, nossa
mediacdo desconsidere e/ou negligencie aprendizagens
anteriores dos estudantes. Certamente que, a tecnologia
possibilita a superacdo do quadro hegemdnico das

representacdes analiticas que registramos nos compéndio

consultados (ver figura 29), ndo obstante, tal ilagdo ainda

exige futuras investigacdes aprofudeémacom tal interesse.

8 Polya (1967, p. 172) assinala o papel decisivo do uso de
metaforaso ensino ao declarar que “Em todo caso, existe
uma vasta familia de metaforas que possuem duas coisas
em comum: elas sdo sempre concernentes a atividade do
homem que consiste na resolucdo de problemas e todas
sugerem a mesma representacdo geométrica”.
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vy = f(x) (uma reta tangente)
z= f(x.y) (um plano tangente)
f(z)=Re(f(z2))+ilm(f(z)

(dois planos tangentes)

Figura 29. Quadro resumido das concepg¢Bes envolvendo
um elemento de transicdo correspondentes ao caso da
nogdo de diferenciabilidade de fungdes na variavel
complexa (ALVES, 2015)

Por fim, de modo inconteste, deparamos um quadro de
excassez e um quadro de conhecimentos cientificos, no que
concerne ao ensino e a aprendizagem da Teoria das fun¢fes
na variavel complexa, ainda de modo deficitario no Brasil
Ora, do ponto de vista institucional, sabemos do extenso
lapso temporal de contato dos estudantes, desde o inicio
dos calculos até a variavel complexa. Assim, se evidencia a
relevancia de um acompanhamento atencioso e préximo da
evolucéo das aprendizagens no referido periodo de estudos
compulsérios.

De modo semelhante ao relato dos estudo tendo em vista o
contato com outras teorias matematicas abstratas (AVILA
2002; ARSLAN, 2005; BLOCH, 2006), perspectivamos a
persisténcia de uma abordagem, por parte dos autores de
livro do assunto, que tendem a tornar hegem®onico um trato
eminetemente formalista e estruturalista (BALACHEFF &
GAUDIN, 2002; CHOQUET, 1963; ROGALSKI, 1990)

que, na pratica, pode precipitar os momentos de uma
mediagdo centrada nas fases dialéticas de validacao e
institucionalizacdo dos conhecimentos matematicos
Finalmente, a presente proposta de uma ED detém o
potencial de aplicagcdo empirica em sala de aula, sua
predicdo, reproducdo e replicacdo, tendo em vista o
extenso repertério de elementos abordados e
sistematizados até aqui, com o escopo de proporcionar o
acumulo de conhecimentos didaticos e metodolégicos
sobre o ensino de Analise Complexa, com atencéo
particular ao objeto série de Laurent.

N&o desconsiderando, portanto, o quadro de transicdo que
vislumbramos na figura 30 e, um extenso repertério de
entraves que ndo podem prescindir de uma atencdo por
parte dos estudiosos, uma vez que, como distinguimos em
nosso introito, alguns assuntos (ou topicos particylares
especificos em Matematica téem permanecido numa
situacao de oblivio total.

TRANSICAO

limf()=L = imf @=L

TRANSHCAC

S'@ = fla+ib)

[ feood = [fenE

Figura 30. Quadro sistematico de transicdo simbdlica da
Teoria das fungBes na variavel real para a Teoria das
funcdesx na variavel complexa (elaboragdo dos autores).
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